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由 Newton ,Leibniz 等 人 开创 .后 经 Cauchy ,Riemann 等 人 改进 
的 经 典 徽 积分 ,在 19 世纪 后 期 已 经 成 熟 , 并 成 为 普遍 应用 的 数学 工 
具 . 然而 ,就 在 人 们 欢 庆 之 际 , 出 更 了 不 祥 的 信和 号 :经典 微 积 分 的 一 些 
重大 缺陷 开始 为 人 们 所 注意 . 为 革除 这 些 语 陷 所 作 的 最 初 尝试 ,给 创 
立新 的 微 积分 理论 据 开 了 序幕 ， 

人 们 注意 的 重点 是 积分 学 . 经 典 积分 即 Riemann 积分 在 许 名 方 
面 不 能 令 人 满意 . 首先 ,Riemann 积分 基本 上 只 适用 于 连续 函数 ( 参 
看 本 书 3. 4. 1), 因 而 其 应 用 大 受 局 限 . 其 次 ,Riemann 积分 与 极限 互 
换 及 两 次 积分 互 换 均 要 求 很 强 的 条 件 , 这 使 人 们 深 感 不 便 , 还 有 其 他 
一 些 结果 (如 Newton-Leibniz 公式 ?所 需 条 件 过 强 . 在 Riemann 积分 
的 框架 内 ,改进 上 述 结果 的 努力 要 人 么 收 苞 甚 微 ,要 人 么 导致 更 复杂 的 理 
论 . 于 是 出 路 在 于 创立 新 的 积分 ， 

新 的 积分 也 就 应 运 而 生 ,' 它 就 是 出 现 于 本 世纪 初 的 Lebesgue 积 
分 . Lebesgue 首先 开创 了 测度 论 ,然后 以 测度 论 为 基础 , 引 和 了 一 种 
全 新 的 积分 , 经 过 短暂 的 沉寂 之 后 , 数 党 家 们 不 无 惊 计 地 接受 了 
Lebesgue 积分 , 且 最 终 确 信 它 已 消除 Riemann 积分 的 主要 钢 阶 .新 
的 积分 很 快 在 数学 的 煞 个 领域 显示 出 强大 的 威力 , 它 的 应 用 到 处 导 
致 深刻 的 结果 , 而 且 , 在 以 测度 论 为 基础 的 新 方法 的 推动 址 ,经 典 微 
分 学 的 面 魏 也 为 之 改观 . 这 样 , 以 Lebesgue 积分 为 中 心 的 新 的 微 积 
分 理论 终于 形成 . 由 于 历史 的 原因 ,这 一 理论 被 称 作 “ 实 变 函 数论 "或 
“ 实 分 析 ” 实际 上 , 它 并 非 仅 限 于 考虑 “ 实 变量 钞 数 ”. 

今天 . 实 变 函 数论 已 成 为 现代 分 析 不 可 缺少 的 理论 基础 . 泛 范 分 
析 的 诞生 ,在 一 定 程 度 上 正 是 受到 实 变 函 数论 的 推动 . 实 变 函数 论 的 
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概念 .结论 与 方法 ,已 广泛 应用 于 微分 方程 与 积分 方程 论 .Fourier 分 
析 、 通 近 论 等 学 科 . 现代 概率 论 已 经 完全 建立 在 测度 论 与 Lebesgue 
积分 论 的 基础 上 . 在 这 个 意义 上 其 侈 可 以 说 ,概率 论 是 “概率 测度 空 
闻 中 的 实 函 数论 ” 实 变 函 数论 对 于 现代 数学 的 重要 人 性 ,于 此 可 见 一 
更 . 所 有 数学 类 专业 及 某 些 理 工科 专业 将 “ 实 变 函数 ”作为 一 门 重要 
基础 课 , 是 理所当然 的 ， 

然而 不 幸 的 是 ,这 门 课程 似乎 名 声 欠 佳 .不 少 学 过 实 恋 函 数 的 学 
生 除 了 留 下 “ 抽 稼 , 蜂 涩 ”的 印象 之 外 ,收获 不 多 . 一 种 为 分 析 数 学 带 
来 如 此 巨大 篇 化 的 理论 ,党 被 当 作 一 种 复杂 得 令 人 难以 接受 的 东 
西 ! 这 值得 数学 家 们 深思 . 

应 当 承 认 , 实 变 函 数论 的 许多 概念 有 一 定 的 抽象 性 ;许多 重要 结 
论 蜡 常 深刻 ,而 为 达到 这 些 结论 所 需 的 理论 推演 亦 不 简单 . 问题 在 
于 , 实 变 函数 论 的 基本 内 容 应 当 在 何 种 形式 下 提供 给 初学 者 . 一 方 
面 , 无 论 是 测度 与 积分 ,都 免不了 某 些 复杂 的 构造 过 程 . 这 对 于 需要 
训练 有 素 的 分 析 数 学 研究 者 固然 是 重要 的 ,但 对 于 初学 者 未 必 是 最 
重要 的 ,对 于 相当 一 部 分 人 则 可 能 是 完全 不 必要 的 . 实 变 函 数论 本 来 
县 有 的 极 富 活力 的 新 思想 ,常常 被 繁琐 宛 长 的 构造 过 程 所 窒息 ,致使 
初学 者 望 而 生 晤 ,这 大 概 是 这 门 课程 不 易 成 功 的 主要 原因 . 另 一 方 
而 ,有 关 测 度 与 积分 的 基本 概念 完全 利根 于 直观 经 验 的 现实 土壤 中 ， 
其 基本 特征 实际 上 极其 简单 ,几乎 使 人 无 法 置疑 ;而 对 有 关 基 本 结果 
的 描述 也 不 困难 ,至 于 具体 运用 则 更 加 灵活 方便 . 应 该 提供 给 初学 者 
的 , 正 是 这 一 方面 , 它 能 给 学 生 以 主要 思路 及 实际 运用 方法 . 

有 鉴于 此 ,本 书 尽 了 最 大 努力 来 突出 那些 体现 实 变 函 数论 基本 
特征 的 思想 ,简化 或 回避 一 些 复杂 的 构造 , 尽 可 能 降低 难度 ,提高 可 
读 性 .所 有 基本 结论 的 证 明 , 都 作 了 尽 可 能 的 简化 . 经 简化 后 奶 很 繁 
宛 的 证 明 , 则 移 人 各 章 最 后 一 节 ,使 对 之 不 感 兴趣 的 读者 便于 跳 过 它 
们 . 这 样 做 完全 不 影响 对 实 变 函数 核心 内 容 的 理解 与 掌握 . 像 
Lebesgue 测度 、 乘 积 测 度 等 的 具体 构造 ,如 同 实 数理 论 一 样 ,无 疑 是 
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优美 的 数学 创造 .但 今天 的 大 多 数学 生 没 有 足够 的 时 间 来 欣 昭 这 些 
数学 遗产 ,他们 还 有 更 多 的 东西 需要 学 习 . 将 这 些 已 经 定型 而 又 过 于 
繁 珊 的 材料 放 在 一 旁 ,看 来 是 理所当然 的 . 经 过 这 样 一 些 处理 之 后 ， 
希望 本 书 的 面 和 貌 不 至 过 于 令 人 恒 亚 . 

一 个 普遍 的 误解 是 , 实 变 旺 数 论 主要 研究 那些 “病态 的 ”似乎 远 
离 常 规 思考 的 函数 ,因而 缺乏 实用 价值 . 恰恰 相反 , 实 变 函 数 的 结论 
与 方法 广泛 应 用 于 那些 以 “好 函数 ”为 研究 对 象 的 领域 . 用 作证 大 的 
材料 , 非 本 课程 所 能 尽 述 .但 本 书 尽力 举 了 微 积分 学 中 的 一 些 例 子 ， 
用 以 强调 新 方法 如 何 有 效 地 解决 老 问题 . 这 将 有 助 于 正确 认识 实 变 
函数 论 的 价值 . 

为 便于 读者 自学 ,本 书 尽 可 能 详细 地 给 出 了 必要 的 推导 ;对 较 难 
的 证 明 则 作 了 些 启发 性 的 导 引 . 不 过 ,作者 并 不 试 为 应 将 所 有 组 节 包 
罗 无 过 . 凡 需 要 读者 自己 思考 的 地 方 , 本 书 有 意 作 了 省 略 . 当 读 者 见 
了 “请 自 证 "或 “何故 ?” 之 类 的 字样 时 , 悄 能 认真 思考 ,而 不 是 浑然 而 
过 , 必 能 收 到 非 同 寻常 的 效果 . 

本 书 淮 备 了 较 多 的 习题 . 其 中 习题 A 是 基本 的 , 凡 希 望 较 好 理 
解 本 书 核 心 内 容 的 读者 务必 完成 其 中 的 大 部 分 .习题 了 是 留 给 力 有 
余 裕 的 读者 的 ;利用 本 书后 面 的 提示 ,解决 这 些 问题 并 无 难以 想象 的 
困难 ,而 一 旦 解 题 成 功 你 将 获 益 菲 浅 且 兴趣 售 增 . 

使 用 本 书 作为 教材 时 ,可 依 几 种 方式 组 合 书 中 的 材料 . 车 选用 
81.1 ~—1.5, $82.1~2.4, 333.1~3.5, §34.1~ 414.3, 
§§ 5.1~5.3, 8 5.5; 则 和 需 50 学 时 左右 ; 阁 加 上 $2.5,83.6,85.6， 
$5.7({ 目 录 中 这 些 节 打 了 * 号 ), 则 需 60 学 时 左右 ; 讲 完全 部 内 容 
〈 即 再 加 上 目录 中 打 A 号 的 节 ) 至 多 70 学时. 对 于 内 容 的 取舍 ,使 
用 本 书 的 教师 是 最 权威 的 ;他 们 富有 创意 的 运用 ,将 是 对 作者 个 人 经 
验 的 极 有 益 的 补充 与 修正 ,这 正 是 作者 所 期 待 的 . 

借 本 书 出 版 之 机 ,向 关心 ,支持 我 编写 工作 的 华中 理工 大 学 教务 
处 , 数 堂 系 的 同事 们 表示 里 心 的 感谢 ,他 们 对 我 的 上 作 给 于 了 热情 就 
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励 和 和 帮助. 北京 大 学 数学 系 刘 和 平 教授 仔细 地 审阅 了 全 稿 , 提 出 了 不 
少 中 肯 的 意见 ,使 本 书 增色 不 少 , 在 此 向 他 表示 万 分 的 谢意 . 

读者 如 对 本 书 有 什么 意见 和 看 法 ,欢迎 来 两 交流 . 我 的 通信 地 址 
为 :武汉 市 华中 理工 大 学 数学 系 , 上 邮编 :430074. 


胡适 耕 
1999 年 3 月 于 武汉 


记号 与 约定 


4: 集 4 的 补 . 

站 , 集 4 的 团 包 ， 

4': 集 4 的 时 集 ， 

141: 集 4 的 基数 . 

AC; 绝 对 连续 函数 类 ;AC[a,5]:[4,8j 上 的 绝对 连续 函数 类 . 
B.Ca) ;以 a 为 心 以 7r 为 半径 的 球 ， 

BV :有 界 恋 差 函数 类 ;BV[a,o];[e, 妇 上 的 有 界 变 差 轴 数 类 . 
C(X): 集 铸 上 的 连续 函数 之 全 体 ;C[a,b] = CCLa 
c 二 |R| :连续 统 基数 . 

az4): 点 工 到 集 4 的 距离 . 

diam4: 集 4 的 直径 . 

广 ; 了 的 正 部 ; 广 ; 下 的 负 部 . 

c :Lebesgue 可 测 集 类 ， 

并 : 访 次 可 积 画 数 类 ,1 委 六 二 cc， 

二 :本 性 有 界 函 数 类 . 

L 积分 :Lebesgue 积分 . 

Lip :Lipshitz 旺 数 类 ， 

LS 积分 :Lebesgue-Stieltjes 积分 . 

ME) :和 上 的 可 测 函 数 之 全 性 - 

Mr CE) :和 上 的 非 负 可 测 吨 数 之 全 体 ， 

mm!:Lebesgue 调度 . 

N :自然 数 集 实 


他 本 书 自 然 昭 和 集 为 11,2.…:a ,本 包含 数 吕 . 


人 :有 理 数 集 . 

及 :实数 集 ! 了 = [一 co. oo1. 

R 积分 ;Riemann 积分 . 

RS 积分 :Riemann-Stieltjes 积分 ， 
SCX):X 上 的 简单 函数 之 全 体 . 
ST(X}): 卫 上 的 非 负 简单 函数 之 全 体 . 
2*; 玉 的 所 有 子 集 之 集 ， 

多 XY ;和 与 了 的 积 集 ， 

Xa: 集 4 的 特征 函数 . 

二 |N|: 自 然 数 集 之 基数 . 
扩大 : 广 对 呈 单 调 增 县 f=-* 太 

大寺 ff 对 x 单调 碱 且 一 了 . 
二 一 六 六 按 点 收 敏 于 六 

户 壮族 -一致 收 雍 于 二 

记 广 ;所 依 测 度 pz 收 全 于 六 
> /au :六 几乎 一 致 收 敏 于 
> CL: 依 上 ? 范 数 收 敦 于 玉 . 
全 ,定义 为 . 

口 :定理 或 命题 证 毕 . 


几 点 说 明 


1. 引证 1.1(1) 表 示 和 1.1 中 式 (1);1.1.1(i) 表 示 定 型 (或 命 
题 .定义 }1.1.1 之 (i):[1,p, 1 表示 参考 文献 11j 中 第 1 页， 
2. 指标 用 法 ”不致 误解 时 ,出 现 于 六 ,[ ,了 , 广 王 的 指标 予 


以 省 赂 , 下 标 = 总 表 自然 数 . >， us 依 情况 可 写成 ， 
> as an > 如 nm 或 ya. 
# 全 站 


TIe,, UU A, 等 仿 此 . LU A, 总 可 看 作 无 限 可 数 并 (必要 时 增加 -一 些 空 
集 项 ); 门 4, 仿 此 . 

3. 逮 辑 符号 YY ;对 一 切 ;3 :存在 某 个 ;之 :推出 :人气 : 等 价 于 . 

和 极限 记号 lim z 简写 作 lim x。 lim zm 简写 作 lim zm; 
f(rt) = Him(z 士 >) ,其 中 yy0 表 示 0<y 了 一 0. 未 作 说 明 时 ,极限 
值 包 括 士 cc. 

5. 广 久 实数 廿 co co 总 是 指 十 cef [0ee] 一 [0,o0)U {oo1， 
[一 co,ee] 仿 此 :yaE [一 20100] ,约定 0D。u 一 0. 

6. 上 下 确 界 设 ACf-o0.00]. 则 supA4 二 全 AC 
[一 so,ecy 且 4 上 方 无 界 或 ceoE 4jinf 4 = 一 ce 洁 4C( 一 cc 
且 4 下 方 无 界 或 一 c 6E 4. 

7.A+B = {fai aEABEB} ,A+ 人 仿 此 1 一 A 二 {a: 
QA 和 }. 

8. 当 const 用 在 式 子 中 时 , 它 表示 某 个 常数 ,其 具体 数值 难以 或 
不 必 明 确 写 出 . 


关于 习题 的 说 明 


1 习题 A 中 所 列 问题 大 多 是 对 书 中 结论 的 直接 应 用 ,或 为 本 
书 主要 概念 提供 的 释 例 ,一 般 稍 加 思考 即 可 顺利 解决 ,它们 对 于 完成 
本 课程 所 要 求 的 基本 训练 是 必 不 可 少 的 ， 

2 习题 B 是 为 有 深入 钻研 兴趣 且 力 有 余 裕 的 读者 准备 的 ,其 
中 许多 问题 有 一 定 难 度 . 但 也 有 一 些 问题 未 必 很 难 , 只 是 所 涉及 的 材 
料 不 关乎 本 书 的 核心 内 容 ,不 宜 放 在 习题 A 中 ， 

3 为 简便 起 见 , 拆 有 要 求 读者 证 明 的 问题 , 才 只 写 出 所 要 证 的 
命题 ,而 略 去 “求证 "之 类 的 词 . 

4 考虑 到 使 用 本 书 的 教师 挑选 习题 的 方便 ,每 章 的 习题 都 是 
依据 该 章 正 文 内 容 的 顺序 安排 的 . 

5” 书 末 所 附 的 “习题 答案 与 提示 ”大 概 是 学 生 与 教师 所 欢迎 
的 , 它 虽 然 有 些 简 略 , 但 应 当 说 已 经 够 用 . 任何 代替 读者 忠 考 的 作法 
都 是 有 害 的 ,因此 不 拟 提 供 一 份 详细 的 习题 解答 . 如 果 读者 在 参看 
“ 管 案 与 提示 * 之 前 ,能 尽 可 能 独立 地 解决 问题 ,那么 必 将 感到 获 益 工 
浅 ， 


记 意 与 约定 pp 
几 点 说 明 …… 

关于 习题 的 说 明 ……: 
第 一 章 “” 集 与 点 集 … 


§ 1 
8 1 
§1. 
$1. 
$1. 
28 1. 
评注 - 


习题 ， 


1 


2 
3 
4 
8 
6 


集 及 其 运算 ， 

映射 
基数 与 可 数 性 … 

R" 中 的 点 案 a 


开 集 的 结构 .过 续 性 ……"……… 
关于 纹 点 集 的 基本 定 轴 " 


第 二 章 测度 与 可 调 本 数 ， 


§ 2, 
§ 2, 


1 
2 


§ 2.3 
§ 2. 和 4 
'§ 2.5 


评注 ， 
避 题 - 
第 三 章 


Lebesgue 测 魔 …… 
测度 空间 ………… 


可 测 函 数 2e ee 
可 测 丁 数列 的 收 伍 性 ……*… 
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第 一 章 ” 集 与 点 集 


由 德国 数学 家 Cantor 所 创立 的 集合 论 , 是 现代 数学 中 一 个 独立 
的 分 支 . 按 其 本 性 而 言 .集合 论 是 整个 现代 数学 的 逻辑 基础 ;而 就 其 
发 展 历史 而 言 , 则 与 近代 分 析 -一 包括 实 变 玛 煞 论 一 的 发 展 密切 相 
关 . 实 变 函 数 通 常 是 第 一 门 大 基 运 用 集合 沦 知 识 的 大 学 数学 课程 . 
此 ,在 现代 数学 教育 中 ,对 集合 论 知 识 的 较 系 统 的 介绍 ,通常 构成 实 
变 函 数 教材 的 第 一 章 . 不 过 ,对 于 实 变 蚂 数论 来 说 ,集合 论 毕 况 只 是 
一 个 辅助 工具 . 因此 ,本 章 仅 介绍 那些 必 不 可 少 的 集 论 知 识 , 并 不 深 
人 它 的 专门 课题 . 而且, 我 们 始终 采用 种 素 的 观点 ,不 涉及 任何 有 关 
集 论 公 理 的 讨论 . 


$3 1.1 集合 及 其 运算 


集合 如 同 几 何 学 中 的 点 一 样 ,是 最 基本 的 数 党 概念 ,对 它 准 以 严 
格 定 义 , 但 可 给 予 一 种 朴素 的 描述 . 通常 称 具 有 一 定性 质 前 对 象 之 全 
体 为 集 或 集合 , 称 其 中 的 对 和 象 为 该 集 的 元 或 元 寄 . 集合 的 元 素 必须 彼 
此 互 异 {如 {4,5,5} 与 {4a,8) 应 看 作 同 一 个 集 ), 而 且 归 属 明 确 ( 如 不 能 
说 * 大 数 的 集合 ”, 究 竞 什 么 数 属于 这 一 集合 并 不 明确 ). 一般 以 大 写 
字母 和 A,B, 久 ,Y 等 表示 集合 ,以 小 写字 母 a,b,x,y 等 表示 集 的 元 素 . 
车 a 是 集 4 的 元 素 , 则 说 4 属于 六 , 记 作 a€E A; 以 aE A 表示 a 不 属 
于 4. 不合 任何 元 率 的 集合 称 为 空 集 , 记 作 鸳 .只 食 一 个 元 素 a 的 集 
记 必 {a), 称 之 为 单元 素 集 . 注意 {4) 关 al 约定 以 专用 字母 表示 一 些 
最 常用 的 集 . 例如 ,; 字 皇 N.Z,Q,R,C 分 别 记 自然 数 集 .整数 集 , 有 理 
数 集 .实数 集 与 复数 集 ， 

表示 集 的 方法 通常 有 两 种 . 其 … 是 列举 法 ,例如 ,10 以 内 的 素数 
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之 集 是 i2,3,5,7}; 而 
N 一 11.2 RAs} 
这 种 表示 法 显然 很 受 肩 限 . 较 一 般 的 方法 是 通过 给 出 集合 中 元 素 所 
满足 的 条 件 来 表示 集合 :车 xEA4 全 工 满足 条 件 卫 , 则 将 集 4 表 为 
{zx 工 满 足 PP}. 例 姻 ， 
N= {kk:kEZARS 0). 
上 式 也 简写 作 N= 二 人 EZ :上 > 0). 类似 地 ; (a,b) 一 {rzER: 
a 一 {rzER:r 半 a} ,等 等 . 
.1.1 定义 设 4.: 中 是 两 个 集合 . 若 4 的 元 都 是 五 的 元 , 则 说 
和 在 租 含 于 B 或 BB 包含 4A; 记 侨民 B 或 B 忆 A, 有 日 称 A 为 B 的 子 
集 . 车 A4 民 8B 且 AA 对 8, 则 说 4 与 B 相 等 , 记 作 4 二 上 8. 车 A 这 B 关 
人 4, 则 称 和 妇 为 B 的 真子 集 , 约定 空 集 儿 是 任何 集合 的 于 集 . 
族 如 , 设 A 二 {1},B 二 {11.2} ,C= {rER:r 一 3r+2 一 0}, 则 A 
有 两 个 子 集 , 即 4 与 全 ; B 一 CC, 有 是 B 有 四 个 子 集 , 即 B, 信 7,'1) 与 
{2}, 后 三 个 集 是 上 B 的 真子 集 . | 
一 般 地 ;车 甩 含 个 元 囊 , 则 A 和 恰 有 27 个子 集 .这 启示 出 如 下 
记号 : 任 给 集 4, 它 的 子 集 之 全 体 记 作 2*, 称 它 为 4 的 窒 集 . 
设 了 是 一 非 空 集 . 若 对 每 个 EL 指定 了 一 集 4; 则 称 {A; ;iE 
1} 为 一 个 集 族 , 也 简写 作 {4;), 注意 集 族 中 诸 集 不 必 互 异 . 称 集 族 
{4, ;nnEN} 为 集 列 , 通 常 简写 作 {4.}. 若 AC 4 密生 4C 
(或 4D 4 一 … 了 4. 闻 …), 则 称 集 列 {4,} 为 升 列 5 或 降 列 ); 升 列 
与 降 列 合 称 为 单调 列 . 以 上 概念 可 与 实数 的 序列 、 增 序列 , 减 序列 及 
单调 列 相 对 绍 , 在 本 书 中 它们 将 被 大 量 使 用 . 
在 运用 集合 时 ,经 常 需要 将 一 复杂 的 集 分 解 为 某 些 较 简单 的 集 
的 某 种 “组 合 ”, 或 利用 已 知 集合 构造 特定 的 新 集 , 这 都 依赖 于 集 的 运 
算 . 下面 就 来 给 出 集运 算 的 定义 . 
1.1.2 定义 给 定 集 4,B,A(iE7T), 令 
AUB={irx:rxE€ 4 或 A4E€B); (1) 
ANMNB={r:r€EAHAEB}: (2 
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A\B—{r:rEeEAH8AEB}; (3) 
4A = (A\B) LU (8B\A); (4) 
Ua: 一 人 7: (ET 工区) 《5》 
Na ={z: (YiEIyzre A’. 《6》 
ANB 
2 
2 % ') 
#4\8 AAB 
人 
C2 
图 1-! 


其 中 4UB,A 站 BEB,4 Ba4AB 分 别称 为 4 与 B 的 并 、 交 , 差 , 对 称 
差 ; 也 A 与 后 4, 分 别称 为 (iET) 的 并 与 交 , -者 通常 分 别 障 写作 
U4, 与 从 4 或 U4; 与 介 . 若 7 了 = N , 则 以 4， 也 写作 凯 芝 4 
门生 A; 仿 此 . 

若 4 门 8== 疗 ; 则 说 4 与 B 互 不 模 交 ;车 集 族 1A,; 中 任意 两 个 集 
互 不 相交 , 则 称 UA4 为 一 个 不 交 并 . 例如 , 令 4, 二 [n,n 十 1), 册 
U4 是 -个 不 交 并 , 它 等 于 [1,00). 

在 讨论 某 一 问题 时 ,和 通常 有 某 个 “最 大 "的 集 六 包含 所 有 涉及 的 
集 , 此 时 称 已 为 全 全 : 当 4 扎 蕊 时 称 XV4 为 4 在 筷 中 的 朴 集 , 沁 
作 4 未 显 然 


国标 规定 入 的 补 集 用 5 4 表示 .但 为 排 印 方便 ,本 书 用 A 在 示 . 
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A"= A,A\B = ANMEB'; 
AUA= XANA = 
ANB=COACEACBHBSOADEB. 
这 些 简单 结论 今后 将 反复 用 到 . 
集运 算 所 满足 的 规则 可 综合 如 人 下. 
1.41.3 命 题 设 A,B,4, 二 并 (iED); 则 成 立 以 下 等 式 ， 
C4 二 介入 
tn = U4 
AUCN4) 一 人 (4 U 4,) (并 对 交 的 分 配 律 ); (8) 
站 CUA) = UAN A) ‘ 交 对 并 的 分 配 律 ); (9) 
4U4=4=4 门 4 ( 适 等 律 ); (10) 
AUZ=A=ANMX. (11) 
证 不 妨 具 证 (7) 的 第 一 式 , 其 他 各 式 的 证 法 是 类 似 的 .车 x5 
(CUA , 则 zx 二 志 Ai, 于 是 由 (5) 知 YiET, 有 rEA;, 这 表明 全 
门 41. 内 此 (C27 和 位相 .反之 :着 TE 起 , 则 YY?ET, 有 工 E 上 起， 
即 xzE4;, 从 而 TEUA4;. 于 是 xE (CUA7 故 得 站 AIC (CU AiY ,因此 
(UAY'= Nd. 国 
以 上 证 法 可 概括 为 如 下 … 般 模式 ;为 证 -个 集 等 式 4 二 8B, 只 需 
证 :车 EA, 则 xEB; 反之 , 若 xXEB, 则 xEA4. 这 类 推理 今后 将 多 
次 运用 . 
在 1.1.3 中 ,对 慢 律 (7) 是 最 重要 的 ,性 给 出 了 通过 取 补 而 使 并 
与 交互 相 转 化 的 途径 ,有 上 泛 的 应 用 .例如 ,利用 对 偶 律 可 从 (8) 推 出 
《9) : 


(对 偶 律 ); 《7) 


3 门 6Ua4 一 [A UU CYA 了 J (用 (7)) 
一 [de UU CN AJ {用 (7)) 
[站 CU A (用 (8)) 


Ol 


1.1 巢 合 及 其 运算 


=UCA UA) (用 (7)) 
二 UaNnA)， {用 (7)) 


在 本 书 中 . 利用 集运 算 分 解 一 些 复 杂 的 集合 ,是 一 必须 擎 握 的 基 
本 技巧 . 试看 两 个 例子 . . 

例 1 设 卫 是 集 X 上 的 实 值 函 数 ,A 二 {xEX: (x) > 0}， 
肌 , 一 {TERS: A(T) lcEN) 用 14.} 表示 集 4. 

解 六-Fz 0 人 汪 3a2EnMN:Frzrl > 1 帮工 E44 人 了 天 E 
Ni:zrEad4, ,这 表明 4 一 出 守 4 

例 2 设 了 六 ta 一 1;2,…) 是 集 三 上 的 实 值 函 数 ， 

A=IxEX: lim f(z) 一 A(T)}s 


凡人 | < 11m}. 
用 和 集 A trmsn 一 1,2,-…) 表 示 集 4， 
解 ” 由 极限 的 定义 .有 
fxr) fz) 、 
YmENInE Ny A Ar} fr)| 17 
YmEeENInENVEA 人 nan: rE A,. 
这 结合 交 与 并 的 定义 ( 见 式 (5 和 式 (6)) 得 出 : 


cc co 


A 二 和 介 U 0 A (12) 


到 一 上 二 | 上 一 


形 如 (12} 的 式 子 似乎 很 复杂 ,但 极 有 应 用 价值 . 为 方 使 起 见 . 引 

进 以 下 概念 : 
1 .4 定 兴 设 14.} 是 一 集 列 . 令 
imA= NN Ua (13) 


四 


lim A, = U NM A4,. C14) 


r=] £=m 


二 者 分 别称 为 集 列 {14.} 的 上 极限 与 下 极限 : 若 它们 相等 , 则 称 之 为 
集 列 {4,} 的 极限 , 记 作 lim 4 此 时 说 集 列 {4.} 收 伍 . 


直接 看 出 ,xElim 4 有 任意 大 的 = 使 GE 4 xzE lm 4 所 
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当 充分 大 时 xE 4,- 车 14.} 为 升 列 , 则 它 必 收 敏 昌 lim 4 一 U 4 
若 {4.) 为 降 列 , 则 lim 4 一 站 4 显然 {U 4 与 1m7 4) 分 别 为 
降 列 与 天 列 , 因 此 式 (13) 与 (14) 可 改写 为 ， 
Fi A, — lim UA 
lim 4, = lim NA,. 
以 上 结论 可 与 数列 的 上 下 极限 类 比 ;车 {x} 是 一 实数 列 , 则 对 应 于 
137, 147 有 有 
lm zx, = lim sup ze 一 inf sup ris (15) 
lim z, 一 tm inf x sop inf i (16) 
利用 集 询 极限 ,现在 可 将 例 1 的 结论 写成 4 一 lim A,: 而 式 
G12) 可 写成 4= 门 lm Aw 


没 和 4 己 X. 在 站 上 定义 一 函数 XY 如下; 
1。 广 亿 有 4， 
Xatx) = | (17) 
i TEA', 
称 xX 为 集 4 的 特征 画 数 . 弄 助 于 特征 函数 ,可 将 集合 之 问 的 关系 转 
化 汶 相 应 的 特征 函数 之 间 的 数量 关系 ;特别 ,集运 算 可 转化 为 特征 冰 
数 的 相应 运算 . 基本 的 结论 如 下 : 
1 有 A= 0 有 一 下 =1. 
” A=B On ACB XE Nn. 
3' 有 二 U4 Xa max Xa,. 


4 = A Xa = min Xa = 1] Xa 

5 A=BS X=1-- Ye; Xan= |Xa— Xsl. 

@ A=lim A.S Xa=lim x A=lim A Xa=lim Xa 
A=lim A X= lim Xa,, 


以 土 结论 的 证 明 不 难 .该 者 应 能 自行 完成 . 


1.2 时 射 了 


1.1.5 定 内 给 定 集 合 部 ,Xp 和 ,一切 有 有 序 元 素 组 一 
(rar 人 9 < < i) 构成 -一 集 ; 称 它 为 XX sR , 
的 积 集 , 记 作 Xr XE 或 1 ,xX;( 亦 简写 作 [] XX,)， 昌 


= {xrers rs): x EXO EISEN}. (U8) 
il 
若 庆 二 及 (1 祝 翅 1), 则 将 J XX; 写作 X", 称 它 为 区 的 吉 重 积 或 


次 宫 . 
形式 上 ,1.1.5 定义 了 集合 的 “乘法 "运算. 但 须 注意 ,这 种 运算 
与 1.1.2 所 定义 的 集运 算 有 一 原则 差别 ;车 4,8 CC 工 ; 则 4UB， 
本 门 五 ,4\ 召 等 皆 为 总 的 子 集 , 但 - 般 未 必 有 AXB 人 CX! 
积 集 被 广泛 使 用 ,常见 的 例子 是 ， 
1” nn 维 Euclid 空间 R'", 正 是 RR 的 nn 重 积 : 
了 及" = {ri tT 和 了 天 (1 < nl} C19) 
(与 式 418) 对 照 ), 及 ' 即 R;R’ 就 是 实 平面 . 
2 0Q" 是 R" 中 的 有 理 点 之 全 体 ; 即 
OQ = {rrasnsr) :rE QU 和 7 }, (20) 
3 是 R" 中 有 整数 坐标 的 点 之 全 体 , 即 
2" = {Ciskesr sk) ktE ZTE?)}. 
直观 上 ,z 是 RR" 中 一 格子 网 的 结 点 之 集 . 
4 给 定 区 间 1 ,7 寺 RR， 
TX {ry IE,yEJ} 
是 RR” 中 一 算 形 ,一般 地 ,对 任何 集 4,B, 通 党 将 积 集 及 XB 形象 地 看 
作 一 个 以 4, 互 为 "这 ”的 矩形 ， 


$1.2 映 射 


在 数学 分 析 课 程 中 ,读者 已 部 悉 了 一 个 或 多 个 实 变量 的 呆 数 概 
念 ,将 其 一 般 化 ,就 得 到 如 下 的 陕 射 概念 . 
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上 2.1 定 兴 设 式 ,了 是 两 个 非 空 集 . 若 对 每 个 x 和 天 ,有 唯一 的 
3E7 生 之 对 应 , 则 称 这 一 对 应 为 映射 ,通常 以 某 个 字母 如 六 表示 一 
个 映射 , 昌 将 对 应 于 工 的 y 记 作 了 (tz); 称 /为 从 半 到 Y 的 映射 , 记 
作 了 了: 了 一 了 ,或 

Ff: RrY, rr f(r). (1) 

在 数学 中 ,映射 如 同 集合 .- 翌 是 具 高 度 一 般 性 的 基础 概念 , 它 用 
于 所 有 数学 分 支 , 只 是 在 不 同 场合 ,由 于 习惯 的 原因 ,可 能 采用 不 同 
的 名称, 诸如 映照. 映 象 . 变 换算 子 .省 数 等 等 . 函数 这 一 名 称 主 要 用 
于 了 二 R 或 C 的 情况 .但 将 一 般 的 上 映射 称 为 函数 亦 无 不 可 , 且 有 如 
下 好 处 :关于 通常 施 数 概念 的 许多 术语 与 处 理 方 法 可 以 自然 移 用 于 
一 般 情 况 . 例如 ,可 以 乏 f(z) 为 六 在 zx 的 "了 肾 数 值 " 它 不 必 是 数 1)， 
说 产 定义 于 和 上 取 值 于 了 中 ”, 芒 就 是 定义 域 ,而 {f(x) : xEXX} 
是 值 域 ;将 了 XY 的 子 集 

Gr f= {rflr)): rE KX} (2) 


称 为 了 的 图 形 , 它 未 必 真 能 画 出 来 ,但 一 个 
如 图 1-2 的 示意 图 常 能 起 到 启发 思路 的 作 Wy 


下 面 是 瞻 射 的 香 种 具体 例子 . 

1 设 字 是 定 交 于 区 间 La,p] 上 的 实 下 
函数 ,如 Fr) 一 sin z, 则 地 是 从 fa ,到 下 图 1-2 
的 一 个 上 映射; 凤 


7: [Le — R,r— sinx. 
2 设 了 是 定义 于 平面 区 域 D 上 的 实 明 数 如 (zy) 一 cy 则 了 
蚌 从 号 到 RR 的 一 个 歧 射 , 即 
ff: D> RR,(r,y) — xy. 
一 般 卫 ,任何 代数 运算 都 是 映射 . 
3 设 了 是 定义 于 区 间 了 工 上 的 向 量 值 函 数 , 如 70) 一 (cos 1， 
sin ;4) : 则 六 是 从 了 到 RR? 的 一 个 映射 , 芭 


FT Ri,t-» {cos t,sin t,t). 
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4” 每 个 实数 列 {x,} 可 着 作 一 个 映射 产 , 即 
一 及 na 
5 每 个 集 列 {4.) 实 质 上 也 是 一 个 频 射 产 , 即 
ff: N22,n— A,, 
其 中 天 一 局 4.. 
f° 任 给 4 入 到 ,4 的 特征 函数 XX 是 从 多 到 RR 的 一 个 映射 , 邮 
YA R,r— Xx). 

7 设 -图 是 2 的 非 空子 集 ( 称 为 集 类 ,或 不 严格 地 称 为 集 族 ， 
尽管 它 与 前 面 界定 的 集 族 概 念 略 有 区 别 ), 则 任何 映射 jy : . 娃 一 五 
(二 [一 00,00) 称 为 -史上 的 集 函 数 , 集 阿 数 在 本 书 中 起 重要 作用 . 

1.2.2 定 兴 设 f: 玉 一 Y 了 是 一 映射 . 若 当 xz,yE 罗 ,7 关 y 时 
恒 有 (x) 天 /yy)， 则 称 了 为 单 射 ; 若 了 以 了 为 值 域 , 刚 称 为 满 
射 ; 若 了 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 了 为 双 射 ,此 时 每 个 yEY 唯一 地 
对 应 一 个 xEX, 使 得 F(x) 二 y; 称 这 个 对 应 为 站 的 道 瞎 射 , 记 作 
AF!, 即 

fil: YX, fxr), (3) 

显然 , 道 映 射 正 是 通常 反 冰 数 概念 的 推广 . 

例 1 设 Fz) 一 和 .车 限定 了 定义 于 区 了 间 [0,.coy 上 ，, 册 
5 上: [0,00) 一 [0,50) 大 一 双 射 ,其 道上 映射 ( 妈 反 孙 数 ;就 是 

广 1: [0.02) 一 [LOccyy zz 一 VX. 
注意 , 卫 : [0,eo) 一 下 不 是 满 射 ,从 而 没有 逆 上 映射 : 另 一 方面 ,将 了 
看 作 定 义 于 R 上 时 不 是 单 射 , 因 而 也 没有 道里 庙 ， 

1 2.3 定 深 设 了 :天 一 了 与 g :YY 一 和 是 两 个 映射 . 任 簿 
及, 令 有 (Cr) 一 gCfLXT)), 则 得 到 -一 个 映射 :六 一 Z, 称 它 为 g 与 
了 的 复合 映射 , 记 作 g* 六 , 即 

gf XN Zr gf ), (4) 
车 和 4 忆 久 是 一 非 空 集 , 则 称 映射 44 一 了 ,x 一 f(r) 为 了 在 A 上 的 
限制 , 记 作 了 A. 车 下: 一 了 是 另 一 瞻 射 ,天 所 车， 蕊 当 过 后 总 时 
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FCr)=fCxr): 即 玉 | 四 二 了 六, 则 称 上 二 为 了 的 扩张 . 
显然 ,复合 映射 正 是 通常 复合 函数 概念 的 推广 . 若 了 小 : XX 一 YY 
是 双 射 , 则 /与 其 道 映射 六 ;的 复合 映射 满足 : 
FRC = rf yD = yr E XY EY). 《5》 
上 面 考 虑 上 映射 了 :各 一 了 时 ,只 涉及 元 与 了 的 元 素 之 加 的 对 应 
甘 系 .实际 上 ,了 也 建立 天 与 Y 的 于 集 之 间 的 一 定 对 应 关系 .在 本 书 
中 ,后 者 甚至 更 有 意义 . 准确 的 描述 如 下 . 
43.2.4 定 六 设 六 :下 -YY 是 一 个 映射 . 任 给 ACX.,BCY,， 


令 
FOAY ={/(r): TE A}, CH) 
fF lB}Y ={x ENR: f(r) € B}. (7) 
称 f(A4) 为 4 在 映射 下 的 蒙 ; 称 了 '(B) 为 8 关于 了 的 原 繁 . 

注意 ,记号 广 1(B) 的 使 用 与 芍 逆 映射 是 否 存 在 无 关 . 不过 , 若 

丰 : 区 一 是 双 射 , 则 确 有 
FB {OD):;: yE€EB). 

例 2 依然 考虑 Frz) 一 xz2( 见 例 下 . 取 4=[01 出/4) 一 4 
若 将 了 看 作 从 [0,=e) 到 [0,co) 的 映射 , 则 广 :4) 王 4i 若 将 地 看 作 
从 RR 到 RR 的 上 映射;, 则 六 1C4) 二 [一 1,1j, 这 意味 着 x*E1L0,1] 人 车 
[—1,1]. 

1. 2.5 命题 ”给 定 上 映射 : KX 一 Y,g: 了 一 了 ,44C XX， 
BB CYHED,C CZ,MF 半 论 成 立 : 

(DY ACFIUFAD FS (BY) BE. 

(ii £8BD) = [LF 1CB) 7Y. 

Qi) (gf OTIC = fF lg (CON. 

Civ) FU = UFOAY FN AY CC NACA). 

(vw) FUB) = UF BY) NB = NMACB). 

证 以 证 (v) 为 例 . 任 给 xzEX, 有 

rE (U8;) FT) E UB 
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SIET, /ER 
SIiE TxE FAB,) 
rE UAB,), 
这 得 出 CU BD)=U 册 F108B,). 其 次 ;利用 Gi) 及 对 偶 律 (1. 1. 3) 得 
fF CNB)= LA NB = [Lf NB) 
= [AU 了 了 一 [UFCB)T 
= NLA BY — NFB,). 口 


3 1.3 基数 与 可 数 性 


给 定 - 集 于 及 某 个 与 必 中 的 元 有 关 的 命题 PP, 令 A 二 {rEX: 
工 浇 是} ,8 一 A.-- 个 极 有 意义 的 问题 是 :P 在 关上 成 立 与 不 成 立 
的 可 能 性 哪个 更 大 ? 这 涉及 集 妇 4,B 所 舍 元 素 多 少 的 比较 . 对 于 有 限 
集 . 这 一 问题 的 解决 是 急 简单 的 ;将 4, 刀 各 点 数 一 下 就 行 了 . 不 过 也 
可 以 用 另 一 个 办 落 . 例如 ,到 判断 一 押 场 之 内 男 二 与 女 首 何者 更 多 ， 
内需 让 各 人 去 找到 自己 的 舞伴 ,然后 看 看 没有 舞伴 的 是 男士 还 是 女 
士 就 行 了 . 这 - -方法 可 推广 而 用 于 任何 两 集 的 比较 . 

1. 13 定 义 任 给 集合 4,B. 若 存在 一 个 其 4 到 吾 的 双 射 : 则 
说 人 与 羡 对 等 , 记 作 4 一 吾 . 当 4 一 吾 时 说 集 4 与 互 有 相同 的 基数 ， 
以 |41 记 刀 的 基数 , 若 存在 一 个 从 4 到 刁 的 单 射 ( 这 相当 于 .4 对 等 
于 如 的 茶 个 子 集 ), 则 约定 |4| 所 181. 如果 14| 所 1B| 天 14|, 则 
约定 |4| 之 18|, 并 说 44 的 基数 小 于 有 B 的 基数 . 

车 所 是 合 有 nn 个 元 素 的 有 限 集 : 则 就 以 #2 记 |4|; 约 定 i 六 | 一 和 
对 于 无 限 集 4 ,通常 也 用 一 个 字 和 岁 如 a 记 14|, 绅 形 象 地 说 “4 会 有 mw 
个 元 ”. 这 样 ,基数 可 看 作 是 有 限 集 元 素 个 数 的 推广 . 当 |A| 过 [BI 
时 * 可 以 该 " 刀 食 有 比 妈 更 密 的 元 素 " 另 -- 方 面 , 也 可 以 将 基数 看 作 
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白 然 数 的 推广 ;而 基数 不 等 式 & 二 6, 则 是 自然 数 顺序 关系 的 推广 . 
如 同日 然 数 一 样 , 对 基数 的 大 小 比较 有 以 下 基本 结果 ， 

1. 3.2 定理 设 =8 是 两 个 基 煞 , 则 关系 w< 近 Pa 一 有 与 了 之 
& 三 者 帮 居 其 一 且 仅 居 其 一 . | 

此 定理 的 证 明 并 林 简 单 , 且 需 用 到 一 定 的 集 论 公理 ,因此 从 略 . 
从 定理 直接 推出 :车 zz 翅 8 志 &, 则 必定 & 二 B. 这 一 事实 常用 来 判 
定 两 个 基数 相等 或 两 集 对 等 . 

约定 |IN 一 w,|R| 二 c. 直观 上 ,实数 远 比 自然 数 为 包 ,w 二 
似乎 不 成 问题 ,事实 上 确实 如 此 . 

1.3.3 定理 所 cc 

证 信 4= C0,1]. 定 久 7 (x) 一 1/4nEN), 则 /: N 一 A 是 
一 单 射 , 因 此 ww 志 |4| 筷 c, 只 要 证 关上 4|. 车 |A1 二 w, 则 存在 双 
射 pg : N -* A. 每 个 gln) 可 唯一 地 表 为 十 进位 小 数 ，; 

Pn = Oana dn RO 1 

可 能 从 某 位 开始 全 为 9, 但 不 允许 从 某 位 开始 全 为 0. 车 ao 一 1, 则 令 
六 一 2; 若 a 天 1 则 令 记 二 1 一 1,2, 下 人 令 呈 二 05 如, 则 
及 ,于 是 存在 nEN 人 使 a 一 genx),; 即 


站 ,六 下 
这 推出 5 二 am* 竺 出 矛盾 . 因此 w 关 |41. Dj 
现在 ,我们 已 将 自然 数 系 延长 了 : 
D0 C1) 


上 面 的 写法 没有 肯定 wm 与 c 之 间 是 否 有 则 的 基数 .实际 上 ,这 是 一 个 
著名 的 数学 难题 ! 集 论 的 创立 者 Cantor 猜想 在 ww 与 c 之 间 不 再 有 其 
他 基数 . 现代 研究 已 指明 Cantor 猜想 与 一 定 集 论 公理 系统 相 容 . 式 
(1) 结 人 以 没有 最 大 基数 的 印象 ,这 确实 是 对 的 .事实 上 , 若 当 |41 
二 a 时 约定 |2*| 三 2 (这 规定 是 2 的 正 整 数 寡 的 自然 推广 ), 则 有 
以 下 结果 : 

1. 3. 4 定理 对 任何 基数 a 有 a 二 2". 

证 取 集 4 使 |4! 二 4; 可 设 a 守 0. 注 意 
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ff! A 2%,a = {a} 
显然 是 -- 单 射 , 故 a 所 2 车 看 在 双 射 p9 :A 王 2*, 令 B= {au€4 
:Ee)); 则 BE24, 于 是 有 BE 有 A 使 B= 二 gp (9). 若 5EY (6), 则 
由 B 的 定义 有 8 亡 吾 二 806), 得 出 忒 峭 .车 bE8 C65), 则 bEB 一 
9 6},， 亦 得 了 矛盾. 可见 上 述 的 不 可 能 存在 ;因此 a 关 22, 从 而 有 & 过 
2°. 吕 

基数 理论 极其 深刻 且 形 式 优美 ,但 本 书 用 得 不 宪 , 故 不 拟 深 入 . 
下 面 主要 考虑 可 数 集 . 

1.3.5 定 兴 若 | 如 | 所 ww; 则 称 4 为 可 数 集 . 

有 些 作 者 将 有 限 集 排除 在 可 数 集 之 外 .但 如 此 将 带 来 诸 煞 不便， 
本 书 不 取 这 种 观点 . 

由 和 定义 直接 看 出 ，-- 非 空 集 4 可 数 的 充 要 条 件 是 ,4 的 全 体 元 
索 可 排列 成 一 个 有 限 或 元 限 序列 ,不 过 ,要 具体 写 出 这 -- 序 列 通 常 是 
不 容易 的 .因此 ,需要 建立 革 些 -- 般 结果 来 兰 定 可 数 性 ,以 下 三 个 定 
理 通 常 是 够 用 的 . 

1.3.6 定 理 设 上 :4 一 刁 是 -映射 . 

0 车 耻 为 单 射 ,B 可 数 , 则 4 亦 可 数 . 

(i) 者 了 为 满 射 ,4 可 数 , 则 B 亦 可 数 ， 

证 (i) 直接 由 定义 1.3.1 与 1.3.5 得 出 . 

Ci) 不 妨 设 和 4 二 {aa oadar "是 一 无 限 训 数 集 . 令 记 二 
Fa 则 吾 一 人 其 中 重复 的 元 可 顺 次 除去 -内 此 瑟 


是 可 数 集 . 记 ] 
1. 3.7 定理 可 数 个 可 数 集 之 并 及 有 限 个 可 数 集 之 积 集 仍 为 可 
数 集 . 
证 ] 对 于 可 数 集 之 并 不 妨 只 考虑 以 下 情况 : 
A， 一 {A na 一 1 ,2 


是 一 列 无 限 可 数 集 ,4 二 【4,. 4 的 元 可 依 多 种 不 同方 式 排列 成 一 
个 序列 ,例如 


及 二 {a1 9 Ga] 1 723 
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其 中 重复 的 元 可 顺 次 除去 .因此 44 是 可 数 集 . 

2 设 4, 互 是 可 数 集 , 今 证 AXB 可 数 { 然 后 用 归纳 法 可 推出 
任意 有 限 个 可 数 集 之 积 集 可 数 ). 任 给 aE4, 令 C0 二 taib): bE 
B}, 则 (AXB 二 UseaC 显然 CC 一 B, 从 而 0, 可 数 , 故 4X8B 亦 可 
数 ， 国 

上 3.8 定理 设 I(n 一 1.2.…) 是 可 数 集 ， 

六 一 人 2 


则 .4 是 可 数 集 . 
证 首先 作 分 解 4 二 UA, 共 中 
一 和 


对 矢 个 nin 一 1 ,2.…)。 因 7 可 数 (1. 3.7), 而 


时 
六 上 [到 下 
上 上 


为 满 射 , 故 A, 可 数 !1.3.6), 从 而 4 可 数 (1.3,7). 器] 
利用 定理 1.3.6 一 1.3.8, 可 以 轻 面 备 举 地 判定 -一些 初 看 起 来 似 
平 “ 殷 大 ?的 集 的 可 数 性 . 


例 上 有理数 和 集 日 是 可 数 集 . 

证 首先 作 分 解 昌 = 一 QUQ-UIo 其 中 四 = {rEQ: 
士 r01. 显然 :一 99- , 故 只 需 措 明 Qj; 可 数 . 由 1.3,7, NxXN 可 
数 . 其 次 , 因 

一 上 一 
显然 为 满 射 , 故 由 1.3.6 知 昌 ;可 数 . 

由 鲍 1 与 1.3.7 进而 推出 :Q"CR" 中 的 有 理 点 集 , 见 和 1.1520)7) 
是 可 数 集 . 注意 心 在 R 中 处 处 稠密 ,似乎 是 -个 “很 大 ”的 集 , 而 其 
实 它 的 元 并 不 比 白 然 数 多 ! 对 此 初学 者 可 能 会 感到 人 惊 计 , 但 还 可 举 出 
似乎 “更 大 ”的 可 数 集 ， 

例 2 有 理 系 数 多 项 式 之 全 体 是 可 数 集 . 


证 ”每 个 有 有 理 系数 多 项 或 P(r) 二 祖 )" az 由 其 xn 十 1tn 3 0) 


1- 二 R" 中 的 点 舍 15 


个 系数 gaorars*… ,as 了 唯 - -决定 ,而 每 个 gl0 所 之 吉 取 自 可 数 集 眉 ， 
因此 直接 用 1. 3. 8 得 出 所 要 结论 . 

有 理 系数 多 项 式 的 实 零 点 栎 为 代数 数 ,不 是 代数 数 的 实数 称 为 
超越 数 . 因 每 个 n 次 儿 项 式 至 多 有 个 震 点 , 故 由 机 2 推出 代数 数 集 
是 可 数 集 . 由 1. 3.3 知 实数 集 R 是 不 可 数 集 ,因而 超越 数 集 亦 是 不 
可 数 集 (何故 ?). 与 这 -结论 表面 上 相 蔬 盾 的 事实 是 :能 确切 判定 的 
超越 数 似 乎 并 不 多 . 例如 ,数学 家 作 了 很 大 努力 不 证 明了 x 与 是 超 
越 数 . 而 现在 我 们 知道 ,超越 数 “ 远 远志 于 ”代数 数 ! 


$1.4 R” 中 的 点 集 


不 书 将 考察 R" 中 的 测度 与 积分 ,者 者 要 用 到 RR” 中 的 点 集 概 
念 ,本 节 是 关于 R* 中 点 集 论 的 - -个 简 划 介绍. 无论 在 实质 上 或 理论 
形式 上 ,本 节 内 容 邦 与 空间 锥 数 无 关 . 不 过 ,为 简便 起 见 , 用 作 说 明 
的 例子 都 取 于 及 ;而 对 于 概念 或 结论 的 理解 ,适当 的 2 维 图 形 大 福 

如 所 熟知 ,R" 是 有 序 实 数组 (zzrrzo 之 全 恒 , 为 方便 上 起见、 
任 给 >ER ,总 约定 了 一 Cryzsyzorifl 扫 工 芝 2 是 工 的 举 
标 . RR" 依 运 算 


十 WT Wi 二 
oT = (ar dT Ts ) 
fry RAER) RE 一 个 维 向 景 空间 . R" 中 的 元 称 为 向 量 或 点 ,R” 
的 子 集 称 为 点 集 或 nn 维 点 集 . “ER", 称 
本 0) 
为 xz 的 模 长 . 模 长 具有 以 下 人 性质 
(ay 齐 次 性 ;|az! 一 allzls 
ti) 三 外 不 等 式 ; |z 十 y! 所 |x| 十 |yj; 
(ii 正定 性 :|z| 宇 0;|z| 一 0 后 了 工 一 0 以 上 了 yy 和 及 "axE 及 ， 
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0 二 (0.0,-… ,0) 记 R" 的 零 元 ), 
人 给 x,yER", 称 |z 一 y| 为 点 zx 与 y 之 间 的 中 商 , 任 给 A,B CC 
R", 称 
dtA.B) = inf ,la —b| £2) 
为 集 4 与 召 之 间 的 研 离 ;约定 gr 4) = 二 dd({z}l;A4)( 点 工 到 集 有 4 
的 距离 ). 称 
diam 4 一 sup | 一 yi C3) 
为 集 44 的 直径 , 当 dam 4 过 oo 时 称 4 为 有 界 集 . 任 给 xE 区 "， 
r > 0, 称 
B(T) = {(yER: |vy— xIl<r} C41) 
为 以 工 为 中 心 、 以 r 为 举 径 的 球 ; 当 一 1,2,3 时 ,B(x) 分 别 为 开 区 
间 、 圆 与 通常 的 球 . 
车工 ;ER 二 1 2 | 一 | 一 0 一 2) 则 说 序列 
{ze} 收 误 于 点 ,写作 xz 一 xz 这 一 oo0). 利 用 (1) 容 易 验 证 
maxlz| & |z| & 2 lzl. (5) 


用 (5 直接 推出 :x 中 一 工 富 1 7 过 2 这 意味 
着 : R" 中 的 序列 收 伍 归结 为 “ 依 学 标 收 敲 ”". 

给 定 一 点 集 扫 CR", 下 向 引 人 人 .系列 与 4 有关 的 概念 ,它们 是 
一 些 直 观 上 很 自然 的 日 常用 语 的 精确 化 , 

1.4. 了 定义 设 ACR’,r,yER'( 参 
照 图 1-3). 

ti) 车 存在 > 盖 0 使 呈 (z) CC 了 4, 则 称 
工 为 4 的 内 点 .以 下 记 上 和 的 肉 点 立 全 体 ， 
称 A* 为 A 的 内 部 . 

Cy 车 了 ?0,B,(w) 售 有 A\{yi 中 的 
点 ， 则 称 y 为 4 的 极限 点 (或 聚 点 ). 以 有 4 
记 4 的 极限 点 之 全 体 , 称 4' 为 4 的 导 集 ， 图 1-3 
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称 4Ua4 为 4 的 闭 包 , 记 作 所 

diii) 令 24 二 用 二 , 称 34 为 4 的 边界 , 称 34 中 的 点 为 4 的 
边界 点 . 

Cv) 称 A4\A' 中 的 点 为 44 的 孤立 点 . 

今 对 以 上 概念 作 某 些 进 一 步 的 说 明 . 

1 若 xXEA' 一文, 则 当主 充分 大 时 x 中 EA, 当 Ed? 时 也 
称 有 4 为 zz 的 邻 域 . 

2” 由 定 尺 直接 推出 :yEA 守卫 F 交 0,BCy} 舍 刀 中 无 限 多 个 
点 名 存在 A\{y) 中 的 序列 fy), 使 yy 类似 地 ,xEE 有 A 对 
号 rr0， 有 B(x 门人 关 信 晤 存在 入 中 的 序列 {zx 中), 使 x 一 x 
dtrAd) = 0. 

3 由 34 的 定义 及 上 段 得 出 :yEa4 司 Yr>0, 有 Bt 人 4A 
关 信 关 By)\A;94 = A\A". 

和 Ed jr 人 0 使 BC 站 A = {zx), 

以 上 结论 的 验证 是 容易 的 , 留 给 读者 作为 练习 ， 

例 1 设 A= [一 1;0UAi nzEN) 二 及 . 求 由 4 ,A,34. 

解 1 显然 (一 1,07 4. 因 44 中 其 余 的 点 都 不 能 为 4 的 内 
点 , 故 A 二 (一 ] ,0). 

2” 因 1AntnEN) 静 是 4 的 于 立 点 ,; 且 纪 死 一 1,0E 4 : 故 .44 
= [1,0]. 

¥ A= AUA’ = [~1,0]JU{l/n: nEN}. 

4 34= AA = {- 0Uil/n: n€EN). 

对 于 点 集 性 质 的 刻画 ,最 重要 的 概念 是 内 部 与 闭 包 . 如 以 下 命题 
所 表明 的 ,它们 有 某 种 对 侦 性 . 

1.4.2 命题 设 A4,8 广 R", 则 以 下 结论 成 立 : 

(A= CAV A 二 A™. 

DD) ATC AACB = LC FA= A ANB)Y= ANB'. 

DADAACB=> ACEA-A; AUB ~ AUE. 

证 0 zzEASS jr0B(r) CASIdro: Br A = 
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六 后 +E A ,可见 二 《4 其次， 
本 一 4z 一 本“， 

(i 显然 4 全 444 CB 二 A°C 下 4 所 4", 阁 EA, 则 

jr>0, 使 Btr) CA.YyEB(CT) ,EB,(y), 有 
|z 一 区 | i yi+ ly ~ 2| < 2 
鼓 zE Botx) CA. 可 见 By) CA, 因此 yEA4" ,从 而 Btxr) 入 A'， 
TTA”. 鼓 得 .AC A*, 因 此 4 一 A". 由 A 站 BCA 得 CA 门 BC 
1; 同 理 CAMNMBYC 于 ,因此 54 门 BC 24° 和 八 8". 车 xzEA 门 玉 , 则 有 
rs 记 0 ,使 
Br)y TC AB EC BR. 

不 妨 设 rr 所 5 则 B.Cx) 入 A 们 B;, 从 而 xzE WANMm BY 故 得 
和 AN 门 启 CA 门 B), 因此 (4A 门 B)°== 4 门 至 * 

din2 由 G70iD) 及 对 个 律 C$ 1.147)) 得 出 ,例如 ， 

AUB= (AUB™ = (A NB) 
= (A“ MN B®°Y = A LU B® 
一 刀 UEE. 口 

现在 利用 内 部 . 闭 包 等 概念 给 出 几 类 特殊 点 集 的 定义 :其 中 最 重 
要 的 是 开 集 与 辕 集 ,本 书 中 将 多 次 用 到 ， 

1.4.3 定 义 设 ACR" 

0 车 4 二 44°, 则 称 A 为 开 集 ， 

6D 车 A 一 且 , 则 称 A 为 团 集 . 称 有 界 闷 集 为 紧 集 ; 称 无 狼 立 点 
的 团 集 为 完备 集 . 

i) 若 A 二 R",; 则 称 4 为 稠 集 , 吉 说 4A 在 R”" 中 稠密 .着 B 所 
丰 , 则 说 A 在 BB 中 移 密 . 

dv) 车 (C4)? 二 后 , 则 称 4 为 朴 集 ， 

对 于 述 各 类 集 可 作 如 下 说 明 ， 

P 用 是 开 集 后 本 是 闭 集 .事实 上 ,4 = 让 一 (入 全 村 一 
寺 ., 这 -结论 有 重大 意义 , 它 舍得 每 个 有 关 开 和 集 的 命题 (通过 取 补 集 ) 
半 应 一 个 关于 闭 集 的 命题 . 显然 R", 信 都 是 开 集 ,因此 同时 也 都 是 讲 
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集 . 可 以 证 明 ( 但 并 不 太 容 易 ),R" ,tO 是 及 ' 中 间 时 为 开 集 与 闭 集 的 仅 
有 的 两 个 集 . 

2 有 4 是 闭 集 车 及 入 有 A 对 A' 广 太守 6 和 有 叶 及 中 任何 路 
化 序列 的 极限 属于 4. 只 澳 验 证 最 后 一 个 等 价 性 .车 A 是 闭 集 ， 
EA 二 4. 反之 , 戎 A4 不 是 阿 集 , 则 有 
frEad4: 取 1zo 人 芒 A 本 式 x 但 xr 蕊 科 ， 

3 有 在 B 中 稠密 舍 YbEBJYr 六 0, 有 BNA 关 入 二 
逢 个 pEB 是 A 中 茶 - :序列 的 极限 .及 "中 最 重要 的 稠 集 是 有 理 点 
集 . 

4 4 是 芍 集 导 R= 二 C4)" 二 4 人 AA" 是 稠 集 . 车 4 是 闭 集 . 
则 4 是 玖 集 污 A 二 I( 即 4 无 内 点 ) 守 本 是 秽 集 . 

在 直线 上 ,最 简单 的 开 集 是 开 区 间 ,; 如 (as5) ,一 0 入 4 呈 思 息 
20. 闭 区 间 Le] 是 闭 集 ,而 且 是 紧 集 与 完备 集 ( 厂 者 要 求 a < 六 ). 
车- 之 4 这 则 区 间 Le) 与 (ap 既 非 开 集 又 非 闭 集 . 
国 此 ,不 要 将 “和 天 "与 “ 闭 " 当 作 互 相对 立 的 概念 . 

关于 开 集 与 闵 集 的 运算 有 以 卞 重 要 结 ; 

1.4. 和 定理 任意 个 开 集 的 并 及 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 ;任意 
个 闭 集 的 交 及 有 限 个 闭 集 的 并 旦 财 集 . 

证 只 需 证 前 一 半 {《 何 故 ?), 若 AGED 是 RR" 中 的 开 集 , 则 

U4 = UC (Ua. 
可 见 U4;, 是 开 集 .车 A,.B8C 己 R* 是 开 集 , 则 
ANB=ANBE= (AN BY 
(有 见 1.4.27; 豆 切 间 豆 是 开 集 . 进而 可 归纳 地 证 明 任 何 有 限 个 开 集 的 
交 为 开 集 . Li 

1. 43.4 的 意义 在 于 :关于 点 集 的 相当 一 部 分 结论 实际 上 仅 依 忒 
丁 1.4.4, 而 不 依 琅 于 开 集 寸 闭 集 的 定义 .因此 ,可 用 1.4.4 所 述 的 
开 集 性 质 作 为 研究 开 集 的 出 发 点 ,形成 一 个 抽象 的 "点 集 论 ”. 这 正 是 
现代 "点 集 拓 盾 学 "中 所 作 的 . 
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注意 ,无 限 个 开 集 的 交 不 必 为 开 集 ,例如 门 呈 (一 x ',n 1) 二 
{0} 不 是 开 集 ;无 限 个 闭 集 的 并 不 必 为 闭 集 , 便 如 ;i[n ',0] = 
(0,1] 不 是 闭 集 . 鉴于 此 ,有 必要 引进 下 类 新 的 集 ， 

1. 4.5 定 流 ”可 数 个 开 集 的 交 称 为 Gs 型 集 , 可 数 个 财 集 的 并 称 
为 FF, 型 集 . 

显然 , 开 集 必 为 Cs 型 集 , 而 闭 集 必 为 天, 型 集 , 其 次 注意 ,A 是 
Cr 型 集 全 4 是 下 ,型 集 . 


3 1.5 开 集 的 结构 。 连续 性 


上 节 中 已 提 到 开 区 闻 是 RR 中 最 简单 的 开 集 .一 个 自然 的 问题 
是 :R 中 的 任 一 开 集 是 否 可 由 开 区 间 构 成 ?以 下 定理 彻底 解决 了 这 一 
问题 ， . 

1. 5.1 定理 及 中 任 非 空 开 集 G 是 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 
之 并 导 ， 

证 任 给 天 ECG 令 

a= infiy: (yr | CG b= suplz: [x2) CCG}. 
因 * 是 人 各 的 内 点 ,页 必 有 (ys 生 三 ,使 工科 (yz) 因此 一 c 入 上 a 
所 工 芝 六 近邻 大 = (a3), 称 了 为 G 的 会 的 构成 区 间 . 任 给 
cEtar), 申 a 的 定 避 知 有 jCasc) ,使 (y,x | 内 此 EG, 90] 
见 (ayx] 福 匠 ; 同 理 [71) CCG 故 工 CG. 苦 ECG: 则 因 台 是 上 的 内 
点 : 必 有 mw<a 使 (9 入 在 ;从 而 (yr 守 如 ,这 与 4 的 定义 耳 盾 . 
内 此 wwEG; 同 是 EC, 显然 习 一 Wf 

车工 一 CasB) 与 二 人 中) 是 避 的 两 个 不 同 的 构成 区 间 . 不 妨 
设 上 5 过 dd 则 癌 5 入 cl 理 则 58EIC GI, 村 此 工 门 7, 二 1. 因 每 个 构 
成 区 间 中 可 指定 . :有 再 点 ,而 有 理 点 集 可 数 . 故 怠 只 有 可 数 个 互 不 


全 若林 可 获 集 定 交 51. 3.53 由 排除 在 限 集 , 则 此 处 要 上 全 为 "0 有 其 有 限 或 吕 数 全 下 
椒 相 党 的 开 区 问 之 并 . 
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相间 (从 而 互 不 相交 ) 的 构成 区 间 . 于 是 定理 得 证 . LL 

车 将 空 集 也 看 作 一 个 开 区 间 , 如 CO 一 《ara)(aER), 则 1.5.1 
适用 于 任何 开 集 CR. 

利用 升 集 与 闭 集 的 " 虐 补 美 系 ”有 即 A 是 开 集 参半 是 闭 集 ) ,从 
1.5. 1 得 钊 

1.$.2 推 论 着 玉 C 忆 RR 是 闭 集 日 下 冯 RR, 则 下 是 从 R 上 控 去 
可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 后 所 得 之 集 , 被 控 去 的 区 间 称 为 下 的 余 区 
闻 : 当 余 区 间 相 互 没有 会 共 端 点 时 天 是 完备 集 . 若 天 是 紧 集 , 则 五 是 
从 一 闭 区 间 控 去 可 数 个 开 不 相 父 的 开 区 间 后 所 等 之 集 . 

证 只 需 证 后 一 结论 . 设 正 是 紧 集 , 令 a 二 inf ,二 sup 下 , 则 
下 生 [ee 二 因 志 是 闭 集 ,必定 交 E 天 (何故 ?). 于 是 

和 =- athN\F oo CN rF 
是 开 集 (1. 4.4), 这 就 中 用 1. 5.1 得 出 所 要 结论 . [OD 

下 面 这 个 经 典 例 子 正 好 用 来 谤 明 1. 5. 2. 

例 1 CCantor 集 ) 令 J 了 二 [0,1]. 从 J 的 中 心 控 去 区 间 (1/3， 
2/3); 然 后 从 余下 的 区 间 [0,1/3j] 与 [2/3,1j] 的 中 心 各 挖 去 一 个 长 为 
3 习 的 区 间 {1/9.2/9) 与 (7/9,8/9); 再 从 余下 的 4 个 区 间 的 中 心 各 挖 
去 -- 个 长 为 3 一 的 区 问 , 如 此 继续 作 下 去 (参见 图 4-1). 这样 得 到 一 
个 紧 集 也, 称 为 Cantor 和 集 . 因 挖 去 的 区 间 没 有 公共 端点 ; 故 卫 是 完 省 
集 . 令 G 二 AN\P, 容易 看 出 已 一 六 从 而 产 = 个 , 故 忆 是 朴 集 . 这 
样 ,P 是 一 个 完备 朴 集 . 


出 1.5. 1 ,一 维 开 和 集 的 结构 党 则 上 已 完全 清楚 了 .不 过 ,对 于 一 
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个 具体 给 定 的 开 集 ,要 明确 写 出 其 构成 区 间 并 不 总 是 容易 的 . 例如 ， 
设 昌 二 {1r,: n 写 Ni 是 有 理 数 之 全 体 , 令 


7 一 U | Ty Lo 十 - 1 ! ', 
nl 


所 nl 
则 如 是 - 开 集 . 它 的 构成 区 间 就 光 法 具体 写 出 来 . 可见 ，- 维 并 集 仍 
然 可 能 足 现 出 棋 复 杂 的 面 狐 . 
高 维 开 集 的 情况 更 为 复杂 .在 R" 中 ,与 开 区 间 相 当 的 是 所 谢 
n 维 开 方 体 


| 【人 
然而 ,并 不 能 断 音 R" 中 的 开 集 都 可 内 为 11 维 开 方 体 的 不 公开 , 不过， 
车 以 所谓 半 开 方 体 

[ | Fe 2 = {Cr 
蔡 代 开 方 体 , 则 可 建立 如 下 的 

1.5.3 定理 R”" 中 任 : 非 空 开 集 扣 可 表 为 可 数 个 二 不 相 区 的 
3 维 半 开 方 体 之 并 . 
证 以 六 记 所 有 如 下 的 灶 并 方 体 
下 恩人 过 
之 集 , 再 将 每 个 ,1 ET 等 分 为 边 长 为 1 总 的 2 个 半 并 广 体 :所 这 
种 半 开 方 悚 构成 一 集 忆 .进而 依次 得 出 大全 
了 


EP: ICOU UU Tk 1 
A 


Ci 
A= UU UJ 
* ot 人 
显然 如 基 可 数 个 开 不 相交 的 半 开 方 恒 之 并 .日 寻 已 C 只 需 评 入 二 
A. 任 给 xzEG, 因 x 是 局 的 肉 点 , 必 有 rr 使 Be) 人 Re0， 


初次 阅读 时 .读者 癌 跳 过 关于 高 继 开 集 熙 构 的 这 彼 . 
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有 队 --- J, 使 x 因 diam TD 一) 上 破 当 下 充分 友 时 .万 


全 有 Cr) 人 全 ,从 而 必 有 基 个 几 E 五 于 是 4. 口 
以 上 结果 的 重要 性 在 于 , 它 可 用 来 构造 *n 维 Lebesgue 测度 ” 
(参见 8 2.5)， 


下 面 考 虚 连续 性 问题 . 读者 已 从 数学 分 析 课 程 熟悉 了 区 间或 区 
域 上 的 连续 消 数 概念 ,将 其 稍 作 推广 ,就 得 到 R" 中 任意 点 集 上 的 连 
续 函 数 摄 念 . 

1.5.4 定 义 设 六 CR A: XX RuEX. 若 YE 六 0.Ij6> 
0 ENNB Ca) 有 IF 一 fa)| 之 8; 则 说 在 点 a 连 羔 . 若 
了 在 世上 上 每 点 连续 ,， 则 说 > 在 王 上 连续 . 

约定 以 C(X) 记 大 上 的 连续 实 值 冰 数 之 全 体 ; 当 克 一 [ao 所 
R 时 ,5 就 每 作 CLa 5]. 

若 aE 荆 , 则 当 充分 小 时 BCa) 己 三 ,因此 上 了 在 点 a 连续 的 条 
件 可 改写 成 ， 

ED>038<D0 |r—al Tifr)- fa)| 人 
这 与 数学 分 析 教 材 中 的 连续 性 的 定义 形式 上 完全 一致. 如同 存 数学 
分 析 中 一 样 ,连续 性 也 可 以 用 序列 极限 来 刻画 : 广 : 于 一 及 在 点 江 世 
革 连续 的 充 要 条 件 是 ,对 苹 中 收 僵 十 x 的 任 们 序列 {7 ) 有 
六 一 ,家 成 等 趟 就 是 

lim 了 Cr 一 Aim A 
现在 我 们 要 用 点 集 论 的 方法 来 刻画 爱 续 性 . 为 此 ,引入 以 下 概 
1.5.5 定 义 设 有 CC 亿 R'. 若 存在 并 ( 吉 闭 ) 集 BC R", 使 
二 污 介 8. 则 说 4 相对 于 六 是 开 ( 或 闭 )? 集 . 

例如 .在 R 上 ,4 二 [0;1} 相 对 于 [0, 呈 是 开 集 (4 = [Decy 门 
《一 1,1)) ,而 相对 于 [一 1,1) 是 闭 集 tA = 一 1 站 L9.13 在 4 在 
奶 中 昭 非 开 集 又 非 闵 集 . 注意 , 若 天 本 身 是 开 ( 或 闭 ) 集 , 则 4 C 总 相 
对 十 区 是 开 ( 或 用] 集 名 4 本 入 是 开 ( 或 闭 ) 集 . 

1.5. 丰 定理 设 XCR',f: X 基 一 RR. 则 以 下 条 件 互相 等 从 ， 
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{1} FECIN); 

(DD) YY aER,XCF < 0 与 下 (六 沁 的 相对 于 革 为 开 集 ; 

Ci) YY aER,XCF 与 多 ( 站 这 4) 相对 于 天 为 闭 集 . 

本 书 中 经 常用 到 记号 

有 (一 人 和 有 Frz) a); 
记号 天 (人 的 (雪人 与 下 ( 裤 的 意义 类 此 . 

证 ”不 难看 出 人) 他 (iii) ,因此 只 需 证 (i) 全 《ii). 首先 设 
AECCX), aoER. 任 给 xEXCF < 0), 因 f(x) 之 ,由 连续 性 ,有 
r:>0, 使 当 yEXN 站 B(x) 时 f(y) 之 a. 令 

c= ent BT), 
则 C 为 开 集 (1.4-4) 显然 基 (六 之 4) 二 关门 G; 克 XLF 之 2) 相对 于 
天 是 开 集 . 同 理 可 证 蔗 (f>a) 相 对 于 让 是 开 集 . 

其 次 , 设 ¥ a 二 民 ,及 (之 2 和) 与 庆 (>o} 相 对 于 是 开 集 , 任 绍 
ZX 包 EK, 今 证 在 x 连续 . 令 8 一 fr).Y 5>01 因 Cf < 之 8 十 5) 相对 
于 苇 为 开 集 , 故 有 开 集 上 BC R", 使 

KX(f <B+e) = XN BB. 

显然 =E 召 , 故 有 7r0, 使 召 (z) C 坊 B, 于 是 当 wyEX 门 B(x} 时 

yERCF Be tT 
fly) fx) 8 

同 理 有 ;站 0, 使 当 yEKR 站 Br 时 Fr 一 上 令 有一 
mintrss}, 则 当 yEXNBatz} 时 | fz) 一 fy)| 之 #8, 可见 f 在 x 
连续 ， 

由 1.5.56 推 出 : 若 志 是 开 集 , 则 FECCXE) 所 站 aaER:XCF < 
2) 与 外 (fF 之 的 是 开 集 ; 若 苞 是 闲 集 , 则 JECCR) 人 YaER: 
天 (7 委 o 的 与 和 (了 之 的 是 闭 集 ， 

1. 5.6 是 用 点 集 论 方法 刻画 函数 性 盾 的 第 一 个 重要 定理 . 与 传 
统 的 数学 分 析 方 法 相 比 ,点 集 论 方法 在 风格 上 是 很 不 相同 的 ,读者 在 
初学 时 值得 细 加 体会 . 

可 以 从 两 方面 应 用 1.5.6. 首 先 , 从 1.5,6 直接 得 出 大 量 开 集 与 
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闭 集 的 例子 . 例如 ， 
{X,Y ER: yi) 
与 
{rT ER': diriA) < rr: 
是 开 集 ; 当 之 改 为 所 时 以 上 两 集 是 暑 集 ,一般 地 ,车 一 集 A4 由 一 组 
不 等 式 界 定 , 不 等 式 中 出 现 的 函数 锭 连续 , 则 当 使 用 不 等 号 之 与 少 
时 人 是 开 集 , 当 使 用 不 等 号 所 与 实时 如 是 闭 集 .例如 ,车子 和 
CrLa.p], 则 上 的 “下 方 图 形 ” 
人 zy 了 0 二 了 了 霓 )) (1) 
是 闭 集 . 
男 一 方面 ,也 可 应用 1.5.6 来 判定 连续 性 . 
例 2 设 基 三 UPRECRIG Si: 所 有 是 互 不 相交 的 团 集 ， 
7 有一 及 ,了 限制 在 每 个 二 上 连续 , 则 EC 全 )， 
证 YY aE€ER, 由 
K(f) UF 
及 假设 知 XCf 之 a) 是 闭 集 . 同 理 天 (7 之 of) 亦 是 闭 集 , 因 此 由 1.35.6 
知 了 ECCX). 
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如 所 熟知 ,经 典 微 积分 学 的 严格 理论 表述 依赖 于 几 条 基本 定理 . 
即 Cauchy 收敛 原理 .有限 权 议定 理 , 区 辣 套 定理 及 Bolzano-Weier- 
strass 棋 限 点 定理 .本 节 在 xn 维 点 集 论 的 框架 内 重建 这 些 定 理 , 并 指 
4 它们 实质 上 是 互相 等 价 的 . 
1. 6. 1 Cauchy 收 敏 原理 ”一 个 序列 {z5) 亡 R" 收 笋 的 充 要 条 
件 是 


lim [x™ — ri | 一 0. £1) 
Ee 


注 通常 称 口 ) 为 Cauchy 条 件 , 称 满足 Cauchy 亲 件 的 序列 为 
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Cauchy 序列 ， 
证 ”车 人 cz), 则 由 


CT zr | 所 | 一 并 | 十 | 人 一 | 
着 出 条 件 (1) 满 足 . 反之 , 赫 条 件 (1) 满 足 , 则 
jr 一 A fr — ?| > 0 (kl -> oo0.,1 < 7 < 1 


(用 1.4557). 于 是 由 1 维 情况 下 的 Cauchy 收 化 原理 有 .mo-> 沁 
所 Re 一 co i 去 了 小。 令 培 党 《rr 则 《再 用 1. 4 
£5)) 


Et | 本 > [|x 一 了; | 一 了 站 (下 —* CC 
可 郧 Tr ri [了 
设 忆 生 及 ,te 是 及 的 一 族 子 集 . 若 天 CU DC, 则 称 为 
让 后 


集 到 的 -… 个 攻 盖 , 举 EZ 是 开 集 族 时 称 Ee 为 下 的 开 覆 闵 , 当 化 是 
有 限 族 时 称 2 为 有 限 杜 盖 . 苦 Y CC 2,Y” 是 下 的 覆盖 , 则 称 2 


是 % 的 子 覆盖 . 
1. 6.2 有 限 覆 盖 定 理 车 ' 祝 是 紧 集 下 的 开 覆 盖 ; 则 可 从 吧 / 
中 取出 有 限 子 覆盖 ， 


证 ”用 反 证 法 , 设 不 存在 有 限 十 覆盖 . 取 -rn 维 方 体 (一 
TTEaissil, 使 FC Ci 将 CG 等 分 为 2 个 边 长 威 半 的 维 方 体 ,上 其 


中 必 有 一 个 ( 记 作 C1), 使 FNC, 不 被 红 中 有 限 个 集 材 盖 . 再 将 C， 
等 分 为 2 个 维 方 体 ,其 中 必 有 一 个 ( 记 为 Ci) ,使 天 门 Ca 不 被 2 
中 有 限 个 集 覆 盖 . 如 此 作 下 去 ,得 到 一 个 维 方 体 的 降 列 {C,}; ,使 每 
个 请 站 局 下 被 i 中 有 限 个 集 覆 盖 , 而 diam Ci 一 0 一 00), 任 取 
rE FMC = 17), 则 当 [2& 时 

[re 
这 推出 条 人 忻 (1) 满 是 .由 1.6.1 及 下 为 闭 集 , 有 x"-* xr, 皮 
UEC, 使 Zz Ei; 联 r 交 0 使 Bz) 人 CU 因 x 下 EC 而 


| 所 diam Ci, 
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diam Ci 一 0, 项 当 上 上 充分 大 时 下 CC GC B(x) CCU, 这 与 
FNC, 不 被 %%h 中 有 限 个 集 覆 盖 相 矛盾. 因此 必 可 从 < 中 取出 有 限 
子 覆 盖 . 器 

1.5.3 闭 集 套 定 理 设 1F) 是 及 "中 非 突 有 界 闭 集 的 降 划 , 则 
NF 天 弛 . 

证 ” 骨 反 证 法 . 若 门 Re= 络 , 则 本 一 及" ,从 而 4F0 是 紧 集 局 
的 一 个 开 覆 盖 . 由 1. 6.2, 必 有 点 宇 1 使 {所 : 工 和 JS 袜 中 入 盖 忆 ， 
于 是 


C3 十 
FC UF=[N Ff)= FR, 
了 二 1 三 


这 与 FF 局 | 相 矛 盾 . 因此 门 R 关 网. 口 ] 
1.6.4 Bolzano-Weierstrass 极限 点 定理 普及 二 R" 是 有 界 无 
限 集 , 则 A' 关 他 


证 取 有 的 充 限 可 数 子 集 {xz} 令 了 二 1 了 六 二 一 
1:2.0)， 则 { 开 是 一 降 列 . 若 4 一 地: 则 天 一 络 , 从 而 天 是 有 界 
闭 集 .由 163 应 有 站 六 IFe 关 这 ;这 显然 是 不 可 能 的 , 因此 必定 
A' 天 品 

1. 6.4 最 然 可 以 写成 以 下 等 价 形式 ; 

1 6.5 定理 R" 中 任何 有 界 序列 必 会 收 伍 子 麟 . 

现在 给 出 从 1.6.5 推出 1. 6,1 的 证 明 . 设 序列 {xz} 性 R" 满足 
条 件 (1), 则 易 知 {z"”} 有 界 , 于 是 由 1, 6,5 知 它 有 一 收效 子 列 :ze 
rT 了 N00, 使 当月 1 裕 和 时 有 


| I | < E£, 


于 是 当 ;充分 六 时 有 
Ea 
令 了 一 oo 得 [rz 一 了 | 渤 5 全 六 和 N) ,这 表明 工人 op) 
由 此 可 见 , 定 理 1.6.1 ~ ].6.5 在 逻辑 上 互相 等 价 . 从 具体 应 
用 考虑 ,在 很 多情 讽 下 用 1. 6.5 是 最 方便 的 ,下 面 就 是 一例 . 
1.6.6 定理 设 瑟 所 R" 是 一 紧 集 ,FE CCX). 则 了 在 天 上 取 
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得 最 大 值 与 最 小 值 :了 上 在 天 上 一 到 连续 ,这 意味 着 Ye 0,3 8 王 
0 yz 后, 当 | 一 ?| 二 有 时 | Fr 一 Fo | < 

证 1 令 8=~ sup f(z). 由 sup 的 定义 ,有 序列 {zx} CX 久 ， 
使 Ar 一 及 ( 人 一 co) 因 无 有 乔 , 故 由 1.6.5 知 {zo} 有 收盘 子 
列 , 不 芒 就 设 xx 因 瑟 是 团 集 , 必 x 蕊 总 .由 连续 性 ,及 rt) 
一 (7r) 一 有 显然 有 就 是 了 在 蕊 上 的 最 太 值 . 同 理 可 证 /在 基 上 
取得 最 小 值 . 

2 车 ff 在 多 上 非 一 臻 连续 , 则 有 六 0,z,yE XK 二 1， 
2,…) ,使 得 | 一 y| 一 0 一 00) ,而 

[Fx 一 Fe | 
如 上 段 证 明 , 不 妨 设 x 一 z 芝 ,从 而 一 之 全 一 sc) 于 是 
elimlf to fy = If Fr)i = 0 

得 出 牙 盾 . 因此 了 在 关上 一 臻 连续. 


评 注 


1. 在 常识 认可 范围 内 的 集合 概念 是 尽 人 和 蕴 知 的 ,大 们 很 少 意 
识 到 要 加 以 系统 研究 .但 数学 中 有 关 数 系 . 极 限 过 程 的 这 人 研究 激 起 
人 和 们 号 察 无 限 集 的 兴趣 ,这 导致 集 合 论 的 诞生 . 德国 数学 家 G. Can 
torC1845-1918) 被 公认 为 是 集合 论 的 首创 者 . 这 位 犹太 血统 的 数学 
家 是 数学 土 国 中 真正 当 之 元 愧 的 革新 者 ,他 从 1874 年 开始 在 一 系列 
论文 中 阐发 了 同 代 他 所 未 辐 的 全 新 理论 . 由 于 他 勇 散 地 间作 许 多 
数学 家 粘 为 旭 讳 的 无 穷 领 域 , 而 且 奇 论 先 出 , 同 代 人 对 他 不 无 歧 见 ， 
Klein ,Poincare' 等 天 数学 家 对 他 的 理论 就 上 贤士 疑惑 .但 Cantor 的 思 
想 在 许多 领域 带 来 了 令 人 惊异 的 或 果 , 正 是 这 些 成 困 促 使 数学 界 最 
终 接 受 了 集合 论 . Hilbert 为 传播 Cantor 的 思想 起 了 重要 作用 ,他 将 
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Cantor 的 理论 赞誉 为 “数学 思想 的 最 惊人 的 产物 ,在 纯粹 理性 范畴 
中 人 类 活动 最 优美 的 表现 之 一 "(参考 [11] 中 的 第 41 章 ). 

2. Cantor 思想 的 精 艇 无 疑 体 现在 他 的 无 限 集 理论 中 . 什么 是 
元 限 集 , 却 是 一 个 通 似 简单 但 并 不 平凡 的 问题 , 如 本 这 开头 所 申明 
的 ,本 书 对 集 论 问题 持 朴素 的 观点 ,自然 回避 那些 从 常识 看 来 过 分 严 
并 的 有 逻辑 论证 . 即便 如 此 ,揭示 有 限 集 与 无 最 集 的 如 下 本 质 区 别 还 是 
饶 有 趣味 的 :无 限 集 必 可 对 等 于 它 的 基 个 真子 集 , 有 限 集 则 无 此 性 
上 质 .证 明 前 者 是 容易 的 ; 设 4 是 无 限 集 , 则 必 可 依次 从 44 中 到 出 无 限 
个 元 ln 二 12 令 B= 人 a? nEN B= fan: nf N}), 则 
互 一 号 ,从而 4 一 BUCANB) = A1,4i 是 4 的 真子 集 . 关 二 有限 集 
结论 的 证 明 要 麻烦 些 , 可 参看 [14] 的 第 一 章 . 这 样 ,我 们 可 以 给 出 如 
下 严格 定 文 ， 

定义 ”车 一 集 对 等 于 它 的 某 个 真子 集 , 则 称 它 为 无 限 集 ; 不 是 无 
限 集 的 集 称 为 有 限 集 . 

不 过 ,我 们 并 不 建议 读者 将 以 上 定义 作为 讨论 无 限 集 的 出 发 点 . 

3. 将 集合 区 分 为 可 数 集 与 不 可 数 集 ,只 是 走向 深奥 的 基数 理 
论 的 最 初 一 步 . 即使 这 种 祈 步 的 划分 也 巷 酒 了 深刻 的 结果 ,并 启发 出 
富有 活力 的 思想 .简单 说 来 .可 数 性 概念 的 价值 在 于 ;车 区 是 不 可 数 
集 , 则 从 让 中 队 去 任意 可 数 个 可 数 集 之 后 其 茜 数 不 变 , 因 而 就 元 案 
老少 而 言 : 不 丰 数 集中 的 在 何 可 数 子 集 都 是 无 足 轻 重 的 . 例如 ,代数 
数 在 实数 系 中 是 无 是 轻重 的 ;或 者 说 ,在 实数 中 .代数 数 是 "稀有 的 ”， 
而 超越 数 到 是 “一般 的 "这 就 为 刻画 “稀有” 与" 一般” 这 - -对立 范畴 
纵 出 了 一 种 有 力 的 数学 方法 ,这 一 方法 的 惊人 效果 无 论 历史 上 或 邻 
天 都 是 令 人 印象 深刻 的 . 

4. 对 于 1 维 及 维 点 集 的 研究 ; 态 由 经 典 分 析 的 深入 发 展 所 
驱动 , 19 世纪 下 半 叶 ,分 析 中 一些 深刻 奸 究 导致 考 港 盖 来 合 复 困 的 
点 集 , 如 某 些 高 度 复杂 的 晴 数 前 连 续 点 或 可 微 点 之 集 ,Fouriecr 级 数 
的 收 禹 成 ,等 等 .对 于 点 集 的 时 期 研究 与 - 般 集合 论 的 开创 工作 结合 
在 一 起,Cantor 的 许多 结果 就 是 在 ¢ 关 于 无 限 线 性 点 集 ) 这 一 总 标题 
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下 发 表 的 . 点 集 论 的 深入 发 展 逐 渐 蜂 示 出 , 它 的 基本 课题 既 椒 同 于 无 
需 任 何 空 间 结 构 的 抽象 集合 论 , 也 用 不 到 Euclid 空间 中 如 此 丰富 的 
县 体 结构 . 点 集 论 的 大 多 数 结果 仅 依 赖 于 关于 所 论 空间 的 儿 条 简单 
假设 .一 旦 数学 家 们 认识 到 这 :点 ,抽象 的 点 集 论 也 就 因 之 诞生 , 它 
就 是 建立 于 本 世纪 初 的 点 集 折 扑 学 . 今天 , 它 如 同 集合 论 一 样 是 现代 
数学 的 理论 基石 之 …, 有 兴趣 的 读者 可 在 许多 人 门 书 籍 中 读 到 它 . 不 
过 ,本 书 中 点 集 论 仅 有 辅助 意义 ,读者 只 要 了 解 最 基 木 的 定义 与 结 
论 , 且 能 作 初 步 的 运用 就 行 了 ， 

5. 诸如 Cantor 集 -… 类 的 朴 集 可 能 给 人 以 这 样 的 印象 ,似乎 朴 
集 可 用 来 措 述 “稀有 性 ” 但 朴 集 类 不 对 可 数 并 运算 封 厅 ,因此 引入 概 
念 ; 称 可 数 个 玖 集 的 并 为 第 一 纲 集 , 非 第 一 岗 集 称 为 第 二 纲 集 . 可 以 
证 明 R* 是 第 二 岗 集 . 因 一 个 第 “ 纲 集 除去 任意 可 数 个 第 一 网 集 之 后 
介 为 第 一 纲 集 , 故 在 某 种 意义 上 可 以 说 ,第 二 网 集 中 的 第 .- 纲 焦 是 无 
足 轻重 的 . 这 就 为 刻画 "稀有 性 ”与 “一 般 性 "提供 了 另 一 种 方法 , 它 与 
基于 可 数 性 的 方法 有 类 似 之 处 ,但 旺 热 更 这 人 到 空间 药 缚 构 , 因 耐 答 
往 导 致 更 深刻 的 结论 , 沿 这 一 方向 所 展开 的 研究 涉及 现代 数学 的 许 
多 高 深 争 域 ,当然 不 是 本 书 所 能 介绍 的 . 但 这 些 研究 所 赖 以 展开 的 原 
始 思想 却 很 简单 . 读 省 不 难 初步 体会 . 


习 题 各 


CABIN CN\DY = CANO\CEU D). 

， 求 ANCBNO) 一 《4B) UC 的 充 要 条 件 . 

,CAVBIO™ DY) CT CANOOU (DD). 

AAB = BoA= 1, 

CADMU BY CC UA NB,). 

， 敬 {4 与 1B,: 蚌 升 列 , 则 CU ADNtUB 二 tA, 站 2B.). 


.im 4 一 hm A (im A = Tm yt， 


™ 


jim 4, 存在 汪 1im ja 存在 ;4 一 tim 4， 全 从 一 Tim Ka 
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9. 


10 


设 4 一 及 ,A 二 B07 二 120), 求 lim 4, 与 fm 4 
. 设 记 1: RR 二 12 用 A 二 站 (让 之 my) 表 未 RC oo》 


《 一 i 万 : Flr) — ce py, 


11 
12 
13 


.下 : 区 一 Y 了 是 满 射 和 二 YBCY, A771B)) = B. 
. 设 f 人 XY 了 .ABCY. 风 FAN\B) = fF AM (BY. 
.了 -+ 是 双 射 会 F(X) 一 县 对 作 何 4 有 二 瑟 有 六 4 门 五 ) = 


IOAN AB). 


14 
15 
1t 


17. 
18. 


30. 


R"{lim 
由 


. 作 一 双 射 了 了 : [9.1]-> (0, 13. 

， 作 一 双 射 上 [0.1 -> R. 

. 作 一 双 射 了 R -> RQ, 

没 |K| 守 w 六 |A4) 风 [XA| = |XUA| = |X|. 

以 有 至 点 汶 映 点 的 区 间 仅 可 数 个 ， 

R: 中 至 少 有 一 图 周 不 含 有 理 点 . 

- … 可 数 集 仅 省 可 数 包 个 有 限 子 混 . 

， 设 = 所 RR 非 有 理 点 ,x 天 二: 则 有 连接 xz,rw 的 折线 开 , 使 二 不 会 有 


.2 ee. 

,Edo1I| = e, 

， 设 斑 RR", 则 A? 是 开 集 , 半 ,A4' ,04 是 奢 集 . 

,AUB = A' UB'. 

. ANB CC ANE. 

.六 过 RR' 是 开 集 =7¥BCR' 有 ANMB 二 AME. 

- 设 站 rr) 一 smnsytr 天 DO 一 014 一 0r 放 求 A.A.4'. 
， 设 ACR" 只 有 孤立 点 , 则 下 是 可 数 集 . 

R" 中 的 开 集 或 奢 课 同时 是 上 型 所 与 G; 型 陈 . 

.没有 4' 可 数 , 则 和 4 可 数 . 

， 设 GCITCR.G.H 基 开 集 , 则 GG 的 每 个 构成 区 间 含 于 开 的 某 个 构 


. 设 二 是 Cantor 和 集 古 在 [0,1j 中 的 余 区 间 的 中 点 之 全 栖 , 求 1， 
.说 六 各 CRO = .2 EE RN R" (im F< ea 是 下 ,型 集 ， 


雇主 8) 与 R" Clim = co) 是 os 型 集 . 
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35,， [0,1J] 中 的 数 用 十 进位 小 数 表 示 时 用 不 着 7 的 一 急 数 构成 一 完备 党 . 
习 题 B 

36， 车 AAB = AAC, 则 上 B= 

37， 和 集 列 14.} 收 策 污 14 的 任何 子 列 收 敏 . 

38, 设 4 一 fm mE Bln = 1,2 Mim A= Zim A= ©. 

9 ， 设 0 二 a 之 Tbe 64 1, 则 iml a ob, 一 = (00,1 

0 变态: 区 一 我 人 一 co 六 -ar ecoy 求 lim 人 天 之 

41。 设 i40) 为 升 到 ,4 二 Ua4 ,对 仔 何 无 限 介 互 所 4, 存在 a 全 BA 为 
无 限 集 , 则 上 4 含 于 某 个 A,. 

42. 设 了 :2 一 个 , 当 让 和 己 下 全 王 时 7F47 AB). 则 存在 A 己 区 使 
FAY = A 


43， 设 区 是 无 限 生 , 广 : 和 -= 区 , 则 有 芒 的 非 空 真子 集 4, 使 f(A) 己 41. 
44. 设 141 六 1, 则 有 又 射 站 : A > 及, 使 得 YE drgz) 冯 这 ; 当 |A4| 二 
描 数 或 |4| 法 名 时 可 要 求 fF) 一 (YE 人) 


45. 
46. 
47. 
48. 


49. 
S$0. 
号 |， 


52， 


设 1 杂 | 芝 14| = AXAIIAT 宇 加 则 |AUB| = 14 
设 | UA, | =c M3 ni,| = 
[io ,1 = 


iR*| 一 2,R 是 函数 六 : R 一 及 之 全 性 . 

设 :了 是 1 维 开 集 之 全 体 , 则 | 到 |， =. 

设 |X| 次 ,如 是 双 射 让 ! 半 一 区 之 全 体 , 求 | 号 |、 

不 存在 集 族 14.} ,使 对 竺 何 集 电 有 某 个 as|4.| := |B|. 

设 / :和 一 腑 满足 subil| 了 rr: {zi) 福光 为 有 限 集 } 二 >， 风 


一 


Xf 关 区 为 可 数 集 . 


十 了: 


- 设 A!:R 一 也 在 每 点 取 局 部 极 小 值 , 则 六 仅 取 可 数 个 值 . 

, 设 让 CR ER 下 "04 门 瑟 Cr) 可 数 . 则 4 可 数 . 

. 设 ACR' 可 数 , 则 有 xz ER 使 ANMmCa1x7) = 一 应 :其 中 4 一 {a 
A A} 

EL 


设 五 所 了 可 数 . 则 有 分 解 正二 4UB.4 门 = 多 ,使 每 荣 直 线 六 


了 "内 含有 刀 中 有 限 个 点 ,每 条 直线 yy 二 y 内 从 总 中 有 限 个 点 ， 
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S$7. 


求 |41. 


SB. 


设 4 是 RR* 中 如 下 直 钱 本 之 全 体 ; 当 (x,y) EL 是 TE 人 时 yy 身 ， 


设 418 CR'" 是 与 不 相交 的 闭 集 , 朵 有 互 不 相 变 的 开 集 避 , 瑟 ,使 4 己 


BCH. 


59. 
60, 
61. 
62. 
3. 


设 AC BR" 是 可 数 稠 集 , 则 有 4 不 基 (7s 型 集 . 

不 存在 [0,1] 上 的 实 函 数 ,使 在 有 有 理 点 连续 而 在 无 理 点 向 断 ， 

设 己 是 Cantor 集 , 则 十 天 一 1 十 yy P= [0,2]. 

R 上 和 企 何 实 函 数 了 的 连结 点 之 集 是 Cs 型 集 . 

号 所 及 ' 同 时 为 天 -型 集 与 Cs 型 集 的 充 要 条 件 是 : 存在 序列 (fit 守 


CCR"), 合 f= Xa 


4. 
Li 
6. 
67. 


Fi, 


心 向 - 
&9, 


?0. 


必 一 非 连 续 蛇 射 六: R 一 及 ,合子 机 开业 为 升 集 ， 

设 了 :及 一 下 可 微 ,YaE RRCA = a) 是 闭 集 , 则 关外 外 连续 ， 

设 iGi1 是 ns 维 开 集 的 升 列 , 下 是 UG 的 蜂 子 集 , 则 中 含 于 某 个 人 

设 {F} 是 R" 中 紧 集 的 隆 列 , 门 Fi 忆 GG CC RR'.G 是 开 集 , 则 避 包 售 菜 个 


设 4 忆 R", 则 从 碌 的 任 一 并 覆盖 可 取出 厅 数 子 宪 盖 . 
设 革 CR" 是 紧 集 ,EE CR), 及 寺 fk 一 00), 则 


FO = NM UAX). 
设 4, 呈 下 "是 非 空 闭 集 且 4 有 界 . 则 存在 ea 和 及 与 上 6 全 如 ,懒得 


|a 一 上 | = dtA.,B). 
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本 章 包 含 两 项 互相 关联 的 内 容 ; 测 度 与 可 测 函 数 , 一 者 构成 本 书 
槟 心 内 容积 分 论 " 的 基础 .引进 测度 有 两 个 基本 上 明和 的 .其 --- 是 为 定义 
积分 作 准 备 .正如 对 区 域 上 上 的 晃 数 定义 重 积 分 需要 区 域 的 面积 (或 体 
积 ? 概 念 -- 样 ,在 更 一 般 的 集合 上 定义 积分 需要 集合 的 测度 概念 ,后 
者 正 是 长 度 ,面积 与 体积 等 几何 度量 概念 的 推广 . 其 二 是 用 来 精确 刻 
画 函 数 的 性 质 , 例如 ,车 和 4 是 函数 的 不 可 微 点 之 全 体 , 则 有 4 的 测度 
是 直 地 刻画 了 . 广 的 可 微 性 . 测度 论 给 洛 数 的 研究 方法 带 来 了 革命 性 
的 变化 ,导致 一 系列 深刻 的 结 柴 . 为 以 上 两 方面 的 需要 ,可 测 玫 数 概 
伪 基 必要 的 . 

对 于 Lebesgue 测度 与 抽象 测度 ,本 章 前 两 节 以 可 直接 应 用 的 形 
式 给 出 了 它们 的 基本 性 质 ,而 将 较 繁 琐 的 构造 过 程 移入 本 音 之 木 . 店 
者 初学 时 可 在 $82.1 ~ 2.4 的 基础 上 进入 后 面 各 音 . 


$2.1 Lebesgue 测度 


对 于 一 个 区 间 , 例 如 [#5 ,熟知 其 长 度 为 -a. 对 一 般 的 集合 
二 C 民 RR, 似 平 很 难 给 它 界定 -… 个 长度”. 但 不 少数 学 问题 强 齐 地 促使 
人 和 们 去 考虑 … 维 点 集 的 "长度 "例如 , 设 刀 是 某 晤 数 工 的 间断 点 之 
全 剧 , 若 对 4 能 赋予 适当 的 "长 麻 ”r4, 则 六 4 给 出 了 江 连 续 性 的 … 
个 定量 刻画 ;mA 意 小 ,了 的 连续 性 就 同好 ; 若 m4 一 0. 则 产儿 乎 钼 
处 ?连续 . 诸如 此 类 的 问题 表明 推广 长 度 概 念 势 在 必 行 ,我 们 肴 望 , 推 
广 后 的 “长 度 " 概 念 能 用 于 很 一 般 的 -- 维 点 集 , 同 时 又 能 保持 通常 长 
度 概念 的 基本 特征 . 这 -- 非 凡 的 任务 已 由 法 国 数学 家 Lebesgue 出 色 
地 完成 .Lebesgue 的 理论 包含 一 些 精 功 的 构造 与 较 繁 元 的 技术 性 处 
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理 , 其 细节 对 于 初学 者 不 是 很 有 吸引 力 的 , 不过, 最终 结论 倍 极 简 单 
明了 .它们 综合 在 以 下 定理 中 . 

2. 1, 1 定理 ”存在 集 族 巡 C 2 与 集 函 数 闫 : 一 [0,5o], 使 
得 它们 具有 以 下 两 组 性 质 : 

(PI) I EE Ss 

(PD) 若 AE tn 二 1920 ,网 UE 2 

(P:) 车 4 和 玫 则 4E 7; 

(P) 老 和 所 及 是 开 集 , 则 避 € 5 

(Q1) ml = 0; 

(Qs) 9- 可 加 性 :车 A4E Sn = 12 0) 百 不 相交 , 则 

mt 4) 一 >) md,s 

{QQ;) 完备 性 : 若 m4 = 二 0,B 人 CA. 则 BEE Es 

(CQ) 测度 单位 : m011] 一 1; 

(Q;) 平移 不 变性 : 若 4 EE ,x ER, 则 A 一 x 上 且 
mtA+ri = mA; 

(OQ) 逼近 性 质 : 任 给 4 © 多 ,se 这 0, 存 在 闭 集 上 与 开 集 避 ,使 
FICCACCGCR. mF) 

以 上 的 mr 称 为 (1 维 )Lebesgue 测度 ,2 中 的 集 称 为 Lebhesgue 
可 测 集 ;为 简便 起 部 ,本 节 中 就 称 为 测度 与 可 测 集 .2. 1.1 中 ,性 质 
(P 一 P) 刻 画 了 可 测 集 族 2 的 构成 ,而 (Qi 一 4Q;} 刚 才 达 了 测 
度 mr 的 特征 . 所 有 这 些 性 质 都 是 很 自然 的 ,它们 不 过 是 关于 长 度 的 
直觉 印象 中 那些 最 不 容 锤 疑 的 结论 的 推广 与 补充 .所 列举 的 性 夺 并 
非 完 全 互相 独立 ,例如 显然 (>fPD ,CQ 下 C00) 不 将 P10), (91) 
删 去 是 为 了 便于 测度 理论 的 推广 .注意 ,性 质 (P:) 与 CQ ) 都 月 然 镍 盖 
了 有 限 并 的 情况 .事实 上 ,任何 有 限 并 总 可 看 作 无 限 可 数 并 ,如 如 LUU 避 
二 43UBUSUOCU'…. 今后 遇 到 类 似 情 况 寺 都 作 此 理解. 

2.1.1 的 证 明基 生长 的 ,; 放 在 本 章 最 后 , 下面 从 2.1.1 维 出 -~ 系 
列 晴 论 ,依据 这 些 结 论 ,测度 的 面貌 将 足够 清晰 , 且 能 方便 地 使 用 ,而 
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这 正 是 我 们 所 主要 关心 的 

首先 ,关于 可 测 集 的 运算 有 以 下 良好 结果 : 

2.1.2 命 题 若 ALE G4 一 1200) 则 门 44E :车 1,B 
EAN ANB E 

证 这 由 八 蕊 二 (UA,ANB 二 4 站 BF 及 性 夺 (P1)~-(P;} 排 


出 . 


综合 性 质 (Pj) ~ (P;) 与 2.1.2 得 出 结论 :可 渊 集 经 差 运 算 友 可 
数 次 并 或 交 运 算 后 仍 为 可 测 集 . 这 与 性 质 (P1) 一 起 推出 : 开 集 经 营运 
算 及 可 数 次 并 与 交 运 算 而 得 之 集 ( 称 为 Borel 集 , 严 格 定 义 见 
32.5), 缘 为 可 测 集 : 特 别 ,F 型 集 与 Ca 型 集 必 可 测 全 .于 此 ,已 可 
怖 可 测 集 的 广泛 性 . 
其 次 ,关于 测度 mx 有 坟 下 结业 : 
2.1.3 命 题 测度 mw 有 以 下 性 质 
6) 单调 性 : 若 BE AC BN 则 mA mB. 
a) 9] 减 性 : 若 A,B E ACB.mA< 20; 则 
mtB\A) = mB -.. mA, 
(ii) 次 可 加 性 :着 ae 芝 (x 二 1,2,…), 则 
mCU4.) 二 2 mh,. 


tiv) 下 连续 性 ; 苦 {(4) 己 区 是 一 升 列 , 则 
of = Jim mA,. 
(vx) 上 连续 性 ;着 {4,) 蕊 芭 是 一 降 列 ,起 4 过 5, 则 
mA = Jim maA,. 
证 ”0) 注意 B= 二 4UC3Wd Am = 由 ,于 是 由 性 质 
(Qa 有 mBNA) 守 0 有: 
mB 一 mA mB\A) > mA. 
当 和 4 < ceo 时 ,从 上 面 的 等 式 移 项 得 出 5ii). 
《11 3》 令 吕 一 过 B, 一 - A AL 上 A;: Cn 一 2,3,-…), 则 Bt 一 
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1,2, -7 可 测 、 互 不 相交 且 Ud4= UB,; 于 是 由 已 证 的 (1) 及 性 质 
CQ) 有 
ml A,» = mb, < 友之 mA,. 
Civ} 令 A 二 (UA,,A1= 二 7, 则 4 = 二 U: 4 可 设 产 4 
< ceof 和 否则 结论 显然 成 立 ), 于 是 由 性 质 (Q) 及 已 证 的 ki 有 ， 


mA 一 mid， 
= > ona, -md 


= lim Dmads 一 md 


"k=l 


= Jim md,. 
cv) 由 已 证 明 的 (0 与 (iv}) 推 出 : 
pr 站 A A U C1 )) 
nl "二! 


= mA mt U cd) 
一 mA limtmA Cm— mA,) 
一 lim mA,. [) 
值得 注意 的 是 ,2, 1.2 和 2. 1.3 的 陈述 与 证 其 完 全 不 涉及 实 直 
线 民 的 特殊 性 质 ,它们 只 是 2. 1.1 中 性 质 (P 一 (Py) 及 (0,) 一 (0,) 
的 推论 .在 下 节 中 ,它们 将 被 推 广 到 更 一 般 的 测度 . 以 下 的 命题 则 与 
性 质 CQj) ~ (Qo) 有 关 , 因 而 依赖 于 RR 的 特 珠 结构 . 
2.1.4 命题 《i) 若 4 七 R 是 可 数 集 , 则 关 4 二 0. 
(iiy 车 4 是 区 间 [ae:al [Leo asp casay 中 的 任何 一 个 ， 
a 和 5 则 mA 一 5 一 4. 当 a 之 5 二 020 时 约定 5 一 a 二 oo ,其 伍 无 限 
区 间 仿 此 . . 
diii) 车 CG = UB 是 开 集 ,6 是 其 构成 区 间 , 则 mG 一 》) m6 
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证 6》 由 性 质 (Q4), 只 和 需 指 明 单 点 集 的 测度 为 零 . Yr 所 及 ， 
{Xj} 是 闭 集 ,因而 可 测 . 由 性 质 (Q;),m{r) 与 x 无 美 ,必定 mw:x} 二 
90, 否则 

m0Ol | Sm{l/n: ntEN} 


- 避 " 


与 性 质 (Q ?了 矛盾 ， 
(ii 首先 设 一 ce 二 aa 达 太 之 60, 由 已 证 的 0; 区间 [ep] ， 
[ea ,的 ka 与 (ae 5 是 等 测度 的 . 由 性 质 CQi) (QOQ4) (Qs) 有 
人 一 1 | 
1 = m[0,1) = p32 | 


1 二] 


一 产 "mm[0,1/p), pp 稳 N， 
因此 maL0,]/p) 二 17p. 进而 推出 :对 任何 正 有 理 数 x 二 yg/plp,y € 
N) 有 


3 了 —1 工 
| 太 :三 | 
= yg* moO/p) 一 ry, 
任 锭 正 实数 2. 取 一 列 正 有 理 数 rxtx = 二 11,2, 使 x * BB, 则 


[2,8) 一 UE,r 于 是 由 2,.1. 3{iv) 有 
m{0,8) = lim m[0,r,) = 8. 


再 用 性 质 (Q;) 得 
mlawb) = m{0b— a) = ba. 
车 一品 之 4 达 二 0, 则 和 由 2.1.3 (tv) 有 
m[a,c5) = lim ml[aa t+ n) = oo0. 
同 理 有 
m(— ceo) = co(— oo Lb Ro). 
(ii) 直 接 由 性 质 (Q;) 推 出 ， 口 
因 ”50,1] 二 1 守 0, 故 由 2.1.4 (i) 直 接 推出 10,1] 是 不 可 数 
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集 . 这 就 给 出 了 1. 3.3 的 一 个 基于 测度 论 的 极 简短 的 证 明 灾 . 
例 1 设 忆 是 Canter 集 :,CG = [0,1P, 则 由 2.1.4(ii) 有 


< 
-和 
= 村 [+ 二 二 3 二 =1， 


于 是 由 2.1.35ii) 有 mP 二 mf[0,1] 一 mG 一 0. 

可 以 指明 |P| = ec 因此 上 例 表 明 , 邹 使 与 及 对 等 的 集 , 也 可 能 
具有 零 测度 . 由 此 看 来 ,测度 mr 不 足以 区 分 可 数 集 与 不 可 数 集 . 

以 下 命题 使 由 4Qas) 刻画 的 逼近 性 质变 得 更 加 清晰 . 

2. 了 .5 命题 6 若 4 ES 则 

mA = inf {mG : G 是 开 集 有 GD A} 
二 sup {mf : 下 是 闭 集 且 下 所 4) 
suP {mC: 心 是 紧 集 有 CC 4 《1) 

fi AES 存在 FF, 型 集 下 CA 使 mtA\F) 一 0 所 存 在 
Cr 型 集 避 二 4 使 md4) = 0. 

证 (i) 依次 以 218,7 记 式 (1) 中 三 个 等 号 右 端 的 值 , 则 显 然 7 
md 所 a 因此 内 和 需 证 2 所 YY e>0, 由 性 质 (Qs) 有 闭 集 下 
与 开 集 C ,使 得 六 所 A Gm(GMF) 之 & 于 是 

mA 二 mGVvA) mAie 
一 mF mA\F) 寺 mF 2. 
令 C 一 下 们 [一 nnj; 则 {C,} 是 紧 集 的 升 列 ,上 且 UG 一 FC 民 A, 于 是 
由 2.1.3fv 有 Cs 一 mF 一 oo0) mC. 太 7 了, 从 而 
a Slim mC, 十 2e SY + 2e, 


| 


全 当然 ,这 并 不 意味 卷 此 处 的 证 明 比 上 1. 3 中 所 给 的 直接 证 明 优 越 , 锋 知 ,此 处 
用 到 的 测 诬 论 靖 论 已 经 是 一 个 艰难 礁 理 壕 程 的 产物 . 
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这 推出 委 7, 故 式 (1) 和 担 证 . 

iii) 只 项 证 第 一 个 等 价 关 系 ( 何 故 ?). 著 4 所 经 , 则 由 性 质 
(Qs7 有 闭 集 下 C4, 使 CANF) 之 Lntn 一 12 信 王 一 
UF,, 则 下 是 Fs 型 集 ,F CC A, 和 且 mC(A\F) 二 AN 人 (一 > 
00); 喜 mrtA4sF) 一 0. 反之 ,车 有 ,型 集 斑 C 广 A 使 m(A\F) 二 0， 
则 A = FUCA\F) E 经 . 口 

2.1.5(i 表 明 , 可 测 集 4 的 测度 mA 可 “从 和 外面 "用 开 集 测度 到 
近 , 亦 可 “从 里 面 * 用 闭 集 或 紧 集 测度 禹 近 . 这 -- 事 实 可 与 用 “外 切 ” 或 
“内 接 ?多 巡 形 面积 逼近 平面 图 形 面 积 的 思想 类 比 . 

即使 4 不 必 可 测 ,2.1.5 之 证 中 的 wx* 好 也 是 有 意义 的 ,分 别称 之 
为 集 4 的 外 测度 与 内 测度 , 记 作 mr' 和 与 mr, A. 可 以 证 明 , 对 于 有 界 
集 4,4 可 测 人 下 一 由 ,4 当初 Lebesgue 正 是 用 这 一 条 件 界 定 
可 测 集 的 . 

2.1.5 (i) 表明 ,可 测 集 与 下 ,型 集 或 Gs 型 集 仅 相 差 一 个 等 测 度 
集 . 这 就 多 少 明确 了 可 测 集 类 的 概 散 ， 

综合 2.1.4 与 2.1.5 得 出 结论 :区 间 的 测度 就 是 其 长 座 : 开 集 
的 测度 是 其 构成 区 间 的 长 度 之 和 ;可 测 集 的 测度 是 包含 该 集 的 开 集 
测度 之 下 确 界 ,而 每 个 可 测 集 是 一 下, 型 集 与 一 夫 浏 度 集 之 并 .或 者 
是 一 G; 型 集 与 一 竺 测度 集 之 差 , 这 些 结论 表明 ,具有 2.1.1 中 性 质 
(PD 一 (Pi 与 (Q0) 一 (004) 的 下 与 mp 是 唯一 确定 的 . 

对 于 R", 有 完全 类 似 的 结果 . 

2.1.6 定理 存在 唯一 的 集 族 红 C2* 与 集 画 数 因 :5 -> 
[0,coj, 使 得 它们 具有 以 下 两 组 性 质 ， 

(PI)OE 2 

(Pz) 基 AE 请 二 12.) 则 UAE Se 

(P) 苦 A4 EY, 则 AE 人 

(P40) 车 GC 坟 R' 为 开 集 , 则 G € 全 

(O01) mi 一 0; 
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《和 >) ao- 可 加 性 ;车 A Sk 一 1 .2.…) 百 不 相交 ，, 峙 
m(U A) 一 27 


(Qi) 完备 性 ; 若 mA 一 0, 有 己 4 则 有 扩 世 

CQ4) 测度 单位 :mL0, 1 了 一 1 

《Qs) 平移 不 变性 : 若 4 € ,TE RBR', 则 4 二 zx EY, 且 
mtAr) 一 mA; 

《Qi) 逼近 性 质 : 任 给 4 EE 纪 与 e>0, 存 在 闭 集 已 与 开 集 @ ,使 
百人 入 捷 厂 腻 PtG TE, 

上 述 的 产 称 为 ” 维 Lebesgue 测度 ,Se 中 的 集 称 为 2 维 
Lebesgue 可 测 集 :不 致 误解 时 ,可 将 “2 维 ”" 省 去 .但 当 需 权 强 调 维 数 
时 ,也 分 别 将 到 与 可 记 作 54 与 ,tn 宇 1)， 

对 于 人 6 与 ma; 相应 于 2.1.2~2.1.5 的 命题 自然 成 立 ,类 似 的 
证 明 无 需 闭 述 . 

需要 强调 的 一 点 是 :一 个 点 集 的 Lehesguse 测度 或 其 是 否 可 测 与 
它 所 在 空间 的 维 数 有 关 . 例如 , 设 4 三 [0:cc), 则 在 及 中 因 4 三 cc. 
另 一 方面 ,4 也 可 看 作 R? 的 子 集 ,此 时 mm4 三 0 事实 上 ,Rs 中 任何 
直线 的 上 上 维 Lebesgue 测度 都 是 零 ( 何 故 ?). 及 的 每 个 子 集 看 作 Ri 的 
子 集 均 Lebesgue 可 测 , 无 论 它 在 R 中 可 测 与 否 . 
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在 上 节 中 我 们 看 到 ,从 很 少 的 几 条 基本 性 质 出 发 (2.1.1 中 的 
{P70 一 《Pi 及 (CQ ,5Q:7). 即 可 推出 关于 可 测 集 与 测度 的 一 系列 结 
论 (参看 2. 1.2,2.1.3). 这 就 启示 我 们 : 若 以 (PU 一 (Pi ) 及 (Qi)、 
(Qs 作为 基本 假设 引进 某 种 抽象 测度 , 则 它 将 具有 一 系列 与 
Lebesgue 测度 相似 的 性 质 , 这 就 能 大 天 拓 广 测度 论 的 应 用 范围 . 这 
一 考 虚 导致 以 下 定义 . 

2.2.1 定 沈 设 六 是 -- 非 空 集 ,w2Y 忆 2 车 具有 以 下 性 
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质 : 

(了 ) CIE Y's 

(Pz) 车 A Rn 一 1.120), 则 AE 

(CP;) 车 AEY , 则 AE 
则 称 -2 为 天 上 的 一 个 go 代数 , 称 (X ,7 ) 为 一 个 可 测 空 间 , 称 每 个 
AEW 为 -2 可 测 集 ,或 简称 为 可 测 集 . 车 -oz 是 a- 代 数 . 集 了 沙 数 
ao 一 [0,051 具有 以 下 性 质 ， 

(Qi PC = 0: 

CQ2) -可 加 性 :车 4,EweY ta 二 1,2,…) 生 不 相交 , 则 

ACU 用 ,) 二 > Hil, 


则 称 疡 为 生成 (XoE) 上 的 一 个 测度 , 称 ( 和 ,2 或 于 为 测度 空 
间 . 阁 进 而 假定 py 满足 条 件 

a) 阁 BCAELY pd = 0, 则 BEY, 
则 称 上 为 完备 测度 . 

设 关 是 怀 上 的 一 个 测度 .4 所 己 . 若 存在 让 CC 其 (Cn 一 1.2.…)， 
使 4 一 U4p4<s 呈 , 则 说 4 有 有 限 测度; 若 半 本 身 有 有限 
测度 , 则 称 x 为- 有限 测 度 . 若 jyX 过 <, 则 称 pp 为 有 限 浏 度 , 若 1 六 
一 1; 则 称 & 为 概率 测度 ,此 时 可 将 每 个 可 测 集 4 理解 为 个 “种 
件 ”, 而 pA 就 是 事件 4 的 概率 . 将 概率 看 作 测 度 的 观点 为 概率 论 带 
来 了 革命 忻 的 进展 . 

让 我 们 浏览 :下 测度 的 各 种 例子 , 

例 1 由 2. 1.6.n 维 Lebesgue 测度 xm 是 R” 上 的 一 个 完备 测 
度 , 它 显然 是 so- 有 限 的 . 

例 2 设 及 是 任 一 非 空 集 .显然 .<Y 一 2* 是 一 个 o- 代 数 .对 任 
何 有 限 集 CC 让 , 令 jd 一 141; 若 CX 为 无 限 集 , 则 令 il 一 
0. 直接 看 出 py 满足 2.2.1 中 的 条 件 tQ1)~(Q20( 注 意 jA = 0 全 
入 一 1): 战 记 是 这 上 的 一 个 完备 测度 ,是 o- 有 限 的 洁 半 为 可 数 
集 . 


2.2 ”测度 空间 43 


例 2 中 的 饭 称 为 集 针 上 的 计数 测度 , 它 固 然 简 单 , 伺 椒 失 为 一 
个 很 有 几 的 测度 . 注意 ,车 久 入 R', 则 天 上 的 计数 测度 与 Lebesgue 
测度 (假定 和 为 Lebesgue 可 测 ) 差 别 蕉 大 .例如 ,对 于 提 民 R, 有 
mm 二 0; 但 计数 测度 办 = se 

例 3 设 环 是 任 一 非 空 集 ; 取 定 a€XX, 对 任 给 和 入 这, 定 风 pA 
一 XatQ); 则 易 验 证 是 了 上 的 一 个 完备 概率 测度 , 称 它 为 “点 a 处 
的 Dirac 测度 ”, 也 记 和 作 5,. 

下 面 是 从 已 知 测度 得 出 薪 测 度 的 例子 . 

例 4 设 ( 人 人 ,2 ,中 是 一 调度 空间 , 何 和 AE 3. 今 2 二 
{BE :BCA 则 C9 ,wa 是 4 上 的 一 个 ec 代数， 从 
而 (4 是 -一 个 可 测 空间 . 令 二 Ka (参看 1.2,3), 则 pa 是 
Css) 上 的 一 个 测度 , 称 之 为 上 在 4 上 的 限制 .通常 就 号 作 j. 

例 $ 设 六 是 (区 巡 ) 上 的 测度,mEbLoco)ta 一 1:2,…), 定 
义 14 二 >,op4(4 Eeez), 则 易 见 产 蚌 (和 sz 上 的 一 个 测度 ， 
写作 六 = > om 

例如 ,项 以 襄 记 N 上 在 点 4 处 的 Dirac 测度 , 则 二 一 > 人 
下 是 N 上 的 计数 测度 ， 

全 5 设 ( 是 测度 空间 ,A/: 半 一 YY 是 一 双 射 . 今 
二 {f(4)!: 4AEY)}. 对 每 个 BE. 攻 , 定 义 yB = plf ICB))， 
朵 显然 (了 ,和 营 , 四 是 一 测度 空间 . 例如 , 取 三 一 10,2r),m 一 和 是 大 
上 的 Lebesgue 测度 ,了 一 {1zEC: |z|l 二 11, 册 

了 
是 一 溉 射 , 依 yB 二 mCf 1(B)) 所 定义 的 测度 y, 正 是 图 周 Y 上 弧 长 
概念 的 推广 . 

上 节 的 命 古 2. 1.2 与 2.1.3 显然 适用 于 任何 测度 . 为 便于 查 
用 ,给 由 完全 的 表述 如 下 . 

2.2.2 售 题 设 .XY 是 oe- 代 数 . 若 4EY(n 一 1:2), 则 
门人 Ei; 著 A,BELY , 则 A\BE .AY. 
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2.2.3 命题 设 ( 久 ,地 , 放 是 一 测度 空间 , 则 pg 有 似 下 性 质 ， 
(i) 单调 性 ; 若 4A,BE 2 ,A CB, 则 pA 所 puB. 
0i) 可 减 性 :车 A,BEL8 ,A CC BKA<o0, 则 
AAB\ 一 puB— nA. 
Gii) 次 可 却 性 ;车 A,EY (tn 一 1,2,…), 则 
UA) ED 4 


(iv) 下 连续 性 : 若 14,) C -ez 是 一 升 列 , 则 
Pd = Um pA 
(vy) 上 连续 性 ;车 {A,} 民 -2Y 是 一 降 列 , 且 A 过 9, 则 
2 A = lim rd,., 
测度 的 上 述 性 质 在 本 书 中 将 被 反复 运用 . 
测度 的 完备 性 并 非 处 处 需要 ,但 缺少 完备 性 有 时 会 有 所 不 便 . 不 
过 ,如 以 下 定理 所 表明 的 ,任何 测度 经 * 微 小 "修正 后 都 可 成 为 完备 
测度 . 
2. 2. 4 定理 设 (X ,7 ,1 是 一 油 度 空间 , 则 可 唯一 地 扩张 
为 某 个 o- 代 数 .sv Cc 2* 上 的 完备 测度 二 ,使 得 以 下 条 件 满 足 ， 


(PY YY AE I BINES BT AA\BCN,aN = 0. 
证 车 站 访 XX, 有 BNE ,使 BCA,A\BCNHAAN = 


0, 则 定 多 jzA = eg, 且 将 所 有 如 上 的 集 4 时 于 集 贡 -87 今 证 .wz 
合十 定理 要 求 . 

1 证 -为 o 人 代数 ,显然 5 己 7 芍 EV, 其 E 
(一 12， 则 有 BN 学 ,使 BC A AMBC N,vAN,= 0 
(一 120 邻 AA 一 U4 一 BaoN 一 DN; 则 8B,NE 
BC AuN = 0, 

A\B= (UAINU B)C UANB) CN, 
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可 见 AE 7, 其 次 , 任 给 AE , 取 BINE9 ,使 8 CA,A\B CC 
NAN 一 0, 邻 成 一 CBUNY, 则 
DE DT AAN\D= NACHN. 


可 见 和 E27， 

2 证 天 的 定义 不 依赖 于 互 ,N 的 选择 . 设 Bi, NE ,BC 4， 
A\BC NpgN= 0 一 1 2) 则 Ra CC 48:C N;; 因 此 
AD 一 0 于 用 

AB1 SE PB 十 MD) 一 pB:. 
同 理 jxB: 志 mAB , 故 HB 一 ppBe. 

3 证 & 为 测度 . 显然 当 4 和 -人 时 Ad 一 24, 即 上 是 关 的 扩 
张 : 由 此 推出 六 = 0. 车 En 一 1 2) 所 不 相交 ,有 AN 
如 证 明之 第 卫 段 , 则 Btn 一 1,2,……) 必 互 不 相交 ,于 是 

KUAY) = HUB) = > 1B,— 2 nA,. 

4 证 亡 完 备 .市 CAEY,pA 二 0, 册 有 B.NEx¥ ,使 

BCA,ABC N,AB= AN 一 0. 注意 到 
HETCDDOCACBUN.ABUN) = 0, 


帮 DE ty 
显然 条 件 (P) 唯 一 确定 了 iY ,ze 故 定理 证 毕 . | 
定理 中 的 五 称 为 的 完备 化 或 完备 扩张 . 基本 身 是 完备 的 ， 
则 必定 二. 


本 章 开 头 已 经 提 到 ,引进 测度 的 初衷 之 一 是 用 米 定 量 纯 刻画 天 
煞 的 性 质 . 现 在 来 看 这 一 设想 如 何 实现 . 设 ( 和 ,52 ,oa 是 一 测度 空 
间 , 产 是 一 个 与 天 中 的 点 有 关 的 命题 , 令 
X(t(P)} 一 I1ZE 廊 :满足 卫 }. 
用 xXLP) 来 量度 “P 在 六 上 成 立 的 程度 ”, 似 乎 是 很 引 人 瞩 目的 . 当 
上 是 概率 测度 时 ,pxX (CP) 下 是 任意 点 xEX 满足 了 的 概率 . 经验 表 
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明 ,A' 二 0 这 一 特殊 情况 尤其 值得 注意 ,其 中 4 一 宛 (P). 政 作 以 下 


2. 2.35 定义 设 ( 了 Xe, 是 -测度 空间 .了 是 -个 与 斑 中 的 
点 有 关 的 命题 . 车 存在 NC 针 ,使 NC XCP) ,peN 一 0, 网 说 也 在 
直上 几乎 处 处 成 立 , 记 作 了 ae.; 当 必要 指明 测度 请 时 .就 说 三 在 
和 上 入 几乎 处 处 成 立 , 并 记 作 已 ,prase'. 

例如 ,二 gsa,e, 表示 了 与 和 (在 七 上 上 ,下 同 ) 拟 乎 处 处 相等 
上 之 | 站 < ae 表 赤 六 几乎 处 处 
有 限 : 产 一 六 ae, 表示 (六 } 儿 和 平 处 处 收 和 化 于 六 等 等 ,这 些 概念 与 记 
和 全 人 用 

鉴于 测 庭 为 零 的 集 经 常 出 现 且 有 特殊 重要 性 ,今后 将 采用 零 测 
集 这 --- 较 简便 的 林 语 来 表示 测度 为 零 的 集 . 
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本 入 及 下 节 均 设 (X .oY ,p00 是 给 定 的 测度 空间 . 当 说 到 和 上 的 
实 函 数 时 ,都 基 指 广义 实 函 数 , 即 形 如 让: X 一 及 的 陕 射 , 共 中 及 一 
及 HI 士 一 上 容许 下 取 值 土司 有 其 方便 之 处 .但 岂可 能 引起 一 些 麻 
类 ,必须 细心 处 理 . 首先 应 注意 以 下 约定 : 


二 co 十 【十 sc) 一 十 -一 十 c 《2 


ee 


tea Na 
十 oo 
二 
| 证 < 一 ce， 

但 十 <- 一 (十 co) ,070,cayec 等 仍然 被 认为 是 无 意义 的 . 


LL - 菜 件 显得 不 那 公 自 接 疗 当 . 如 昌 直 完 半 测 虚 或 已 知 实 (P7 十 可 测 集 、 


则 直接 要 求 上 人 PP 站 好 了 . 
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前 面 只 是 偿 尔 使 用 过 记 导 于 (上 汪 a) 0.5,6), 这 类 记号 今后 将 
系统 地 使 用 . 设 上 .gg ,六 人 一 12) 是 苇 上 的 实 王 数 , 约 定 ， 
(人 一 a = fF (ar |)s 
Xa f= EEX: a fr B= f(aB)); 
XCf = {rE XX! fr g(x); 
Xf EX: Flr) Fr)l. 
依 此 类 推 ,Cf 夸 0 与 芝 (f 一 aq) 等 记号 的 意义 是 有 明基 的 ,不 必 - 
一 和 解释. 
实 变 函数 论 限于 考虑 可 测 函 数 类 ,网 为 只 有 对 可 测 函 数 才 便 寺 
应 用 测度 论 . 区 其 是 基于 测度 的 Lebesgue 积分 (参见 下 章 ), 只 能 用 
于 可 测 函 数 . 下 面 就 来 定义 可 测 丽 数 ， 
2.3.1 定 义 设 上 是 习 上 的 实 呆 数 . 若 Y aER, 集 XX(f > a) 恒 
可 测 , 则 称 了 为 这 上 的 可 没 函 数 . 
约定 以 MY(X} 记 于 上 的 可 测 库 数 之 全 体 . 
从 形 忒 上 看 .定妆 2.3.1 是 够 简单 的 .但 它 未 必 能 直接 昭示 可 漠 
冰 数 的 直观 形象 与 内 在 结构 .这 些 只 能 过 步 展示 出 来 . 我 们 首先 给 出 
两 个 最 简单 的 可 测 了 晴 数 的 例 了 ， 
例 1 访 广 二 ce 所 民 , 则 六 可 测 , 因 为 显然 有 
. Xa: 
Xf a) = |» ge 


例 2 设 / 一 加 所 二 , 则 


| 六 Ga <; 
区 (人 = 0 和 < 1]: 
{3, a 1 


由 此 可 见 , 广 可 测 汪 及 可 测 ， 

以 上 两 例 辐 然 很 特殊 .但 它们 具有 上 典型 意义 . 下 面 将 看 到 
《2.3.86)， 利 用 形 邵 了 = 三 及 Ja 人 4CX 可 测 ) 的 国 数 .通过 加 法 、 乘 
法 与 极限 运算 ,可 得 出 关上 任何 吕 测 画 数 ， 

下 面 给 出 可 测 商 数 的 -- 系 列 等 价 刻 画 , 这 些 刻画 -起 更 清晰 地 
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展示 出 可 测 范 数 的 特性 . 

2.3.2 命 题 对 于 天 上 的 -个 实 函 数 请 以 下 诸 条 件 互 相等 价 : 

0) fF EE MOXY; 

Ci) YaER: 集 下 (站 太 a) 可 测 ; 

tyYaE RR 集 久 (CF 之 onf 测 ; 

(Cv) Ya€ R 集 (Ff 汪 0) 可 油 ; 

Cv) YapBEe R 集 Xl 之 有 与 (fF 一 02) 可 测 ; 

《vi) 任 给 开 集 局 入 RR; 集 1G 与 XLf 二 cc) 可 测 ; 

(vii) 任 给 闭 集 斑 己 RR;: 集 六 和 FR) 与 卫 ( 六 二 590) 可 测 . 

证 证 明 路 线 如 下 :Ci 全 (yy 二 《ii) 《iv) 于 (vv) 地 (vi) 
地 Cwii) 字 《) 证 明基 于 适当 的 嘛 分 解 与 可 测 集 的 运算 性 质 
《2.2.2)。 合 如 ,由 

K(f < UX Ea") 


与 
XC > Uf et YU Kf = oo) 
并 得 0 地 4) 与 4vii) => (01), 其 他 各 和 步 证 明 请 读者 自己 完成 沁 ] 
结合 2.3.2 与 1. 5.6 易 得 出 : 
2.3.3 推论 欣 基 和 了 可 测 ( 未 加 说 明 时 ,在 及 "中 总 采用 
7 维 Lebesgue 测度 , 今后 概 如 此 ), 则 上 的 过 妾 函数 均 可 测 , 即 
COXICMCOXY. 
下 面 考虑 可 浏 函 数 的 运算 . 它 提供 从 已 知 可 测 函 数 构 成 新 可 测 
了 滑 数 的 主要 方法 .对 无 土 的 实 隐 数 gn 一 141240), 除 施 行 熟 
悉 的 代数 运算 (如 十 gfevy 让 8) 外 .还 可 定 久 以 下 运算 ; 
{FY EY) max{ f(x) gtr)}. 
[FA gr) = min{f Cr) gr))s 
| .sup Ar) = Sub 六 Cr) 
" 《2) 
| in f, 一 -- supt— fu); 
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j lim f, 一 inf SP Fs 


(3) 
| lim f. ~ — lm(— f). 
运算 (1) 亦 可 内 二 (2)， 例如 ， AFVg = SupTFE 8 他 
+ 一 VOD 一 (六 。 47) 
.者 分 别称 为 7 的 正邦 与 负 部 ,它们 满足 : 
r= -f= M+. (5) 


这 些 分 解 式 在 本 书 中 起 重要 作用 . 

2.3.4 命 题 设 广 8, 六 EM 一 12 刚 疡 ,Vs， 
fhgs A， A * I ， suP fs inf 六， lim £,, lim 六 在 六 上 均 可 测 ; 
了 十 g，f18 与 lim 思 在 其 有 定 文 的 集合 上 可 测 . 

证 1 人 oaER 省 sup 六 (DC 和 35: 六 Or 6 即 

区 [suUp 廊 人 oa = UX > a). 
这 得 出 sup 六 可 测 . 早 人 台 (1) 一 05) 用 事实 “了 可 测 之 一 六 河 测 ”" 易 知 
函数 inf folim 大 mm 六 ,7VYSFA 8 篆 可 测 ， 

2 +g 在 集 

A=[X{fF = 20) 1 Xlg=— 20)] 
tJ ,REF 一 一 - 门 Xi 一 oo) | 
上 无 定义 ,而 甩 是 可 测 集 ,上 帮 广 十 gg 在 一 可 测 集 ( 即 A*)y 上 有 定义 ， 
同 理 广 一 g ,fg 亦 如 此 .因此 证 明 其 可 油性 时 不 妨 很 定 它们 在 并 
上 姓 姓 有 定义 , 对 和 任 给 a € R 不 难 验 证 
XCf+g>a) 一 ULXe > 人 NX(g>a 一 7 六， 
由 此 推出 让 十 gg 可 测 . 类 似 地 ， 可 证 fg 与 fig 可 测 , 只 是 肝 到 的 集 
分 解 更 繁 些 ,不 拟 详 细 写 出 {利用 2. 3.6 可 给 让 更 简单 的 证 明 , 参 看 
后 面 的 向 3). 
3 辣 合 以 上 两 段 所 证 得 出 | 站 二 六 十 广 可 测 . 
4 令 8 = Jim ,$= lim A 因 已 指出 gp, 可 测 , 融 集 
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XP yf) 一 LXtp> mn) NN XO 7] 
可 测 .- 令 4 二 (y=, 则 有 4 一 [区 和) 可 测 . 而 在 A4 工 
/Pr 表 lim Jf, 是 定义 于 4 上 的 可 测 函 数 . 品 
设 站 EMCORDIEn 一 12 六 > ae 当 关 不 是 完备 测度 
时 ,一 般 不 能 断定 了 可 测 . 不 过 ,车 令 


Nim /Cr)， 若 此 极限 存在 ; 
CT 一 人 
10， 否则 . 


删 由 2.3.4 知 吕 可 测 , 民 七 = 了 ae 困 此 ,必要 时 以 有 最 代 大, 当 
> 了,&.e. 时 不 妨 总 假定 了 可 测 . 

类 似 地 , 若 f ,gEMCX), 在 了 土 上 或 fg 尤 定 义 的 点 规定 其 值 
为 零 . 则 可 以 认为 产 土 8 或 fig 是 关上 的 可 测 晴 数 ， 

2. 3.5 定义 ”车 可 测 沿 数 g : XX 一 RR 仅 取 有 限 个 值 . 则 称 吕 为 
简单 油 数 . 

约定 以 SX) 记 罗 上 的 简单 函数 之 全 体 . 

任 给 有 限 个 可 测 集 eC 其 与 gER. 结 合 例 2 与 2.3.4 知 


P= Da C6) 
是 一 简单 咀 数 .反之 , 尾 给 gg ESN), 设 多 (CX) 一 [aa a,j , 令 
ei 一 二) 是 互 不 相交 的 可 测 柴 ,和 且 jg 可 表 为 
式 (6), 此 时 称 (6) 为 简单 函数 9 的 标准 表示 . 

若 蕊 志 灵 是 一 区 间 ,e 是 丑 的 于 不 相交 的 子 区 人 间 , 则 出 (67 表 
未 的 ?是 和 上 的 阶梯 荔 数 . 在 某 种 程度 上 ,简单 函数 起 类 做 于 阶梯 
沙 数 的 作用 . 如 所 熟知 ,区 间 上 的 连续 函数 可 用 阶梯 函数 盘 近 . 对 于 
可 测 阔 数 有 一 类 伺 结 果 . 

2.3.5 定理 设 fE MCX), 则 存在 一 训 到 igp,?CS(X), 使 得 
PT nT ,Ip,| 和 | fi 车 f 0, 则 可 要 求 
上 述 的 pp, 对 4 单调 递增 ， 

证 ”不妨 设 了 空 0( - 般 情况 可 利用 分 解 广 二 广 一 广 推 出) 


人 


¢.(r) 一 
‘nn, fr) nn 
(参看 图 2-1). 显然 pq ,ES(X) 且 . 

0 RP a |) 
内 当 fr) 之 nn 时 

DOR Pr): 

而 当 fx) 二 时 pr) = nn = 1, 
2,00): 吏 Gr) fri(a re 
XX ), 国 

结合 2.3.4 与 2.3.6 得 出 :XX 上 的 
实 函 数 广 为 可 测 消 数 的 充 要 条 件 是 ， 
了 是 某 个 简单 函数 序列 的 极限 函数 ， 

2. 3.6 对 于 可 测 函 数 的 研究 有 重大 
意义 ,今后 将 多 次 用 到 , -一般 的 思路 是 :着 要 证 明 革 个 命题 了 对 于 可 
测 函 数 类 (或 其 一 部 分 ) 成 立 , 别 不 妨 普 先 证 明 卫 对 简单 函数 成 立 
(这 通常 要 容易 得 多 ), 然 后 利用 2.3.6, 通 过 … 适 当 的 极限 过 程 过 小 
到 一 般 的 可 测 频数 . 

例 3 设 f.sgEMCUX), 则 fgEM(XD)( 参 大 2. 3.4). 

证 取 序 列 {f) {gn 叶 SE) 使 户 一 六 8 一 区. 不 难 直接 看 出 
ea 是 简单 函数 , 且 六 ge 一 .有喜 . 太 GEJHCE)， 

以 上 证 法 显然 亦 可 用 于 ?2. 3.4 中 的 卫士 吕 与 /gg 下 面 是 一 个 
稍 复 杂 点 的 例子 . . 

例 4 设 .Frt :三 XR 一 及 对 工 可 测 , 对 上 连续 ,Po : 一 及 
本 测 , 则 gz 一 .Fr 是 天 二 的 可 测 画 数 . 

证 下 设 所 = 人) af ell 扫 1: 扫 用 是 束 中 了 不 相交 的 可 
调集 ,Ue 一天, 因 .Axroe) 在 下 二 上 可 测 : 故 gg 在 eflsrS 委 2) 上 可 
测 , 由 此 易 推 出 & 在 总 上 本 测 . 

2 对 一 般 的 可 测 函 数 史 : 依 2.3.6 有 序列 {p。 于 SCXX), 使 
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2 一 多 由 ro 对 上 连续 有 
Fr pr Fr — g(r EE NY. 
由 已 证 的 1 和 /rp 可 测 , 点 (6709 可 测 . 


$ 2.4 可 测 函 数列 的 收敛 性 


本 节 中 设 六 大 扣 一 ]，2) 是 沽 上 上 开 乎 钼 处 有 限 的 可 测 凑 数 . 
实 变 函数 论 中 要 用 到 序列 1f,} 的 多 种 收 伍 性 , 杯 节 世 普 窗 的 儿 种 收 
和 钱 性 是 县 基本 的 ,下 面 就 是 定义 . 

2.4.1 定 守 人 痢 YE 0 NO Yi 和 EX, 有 
上 一 | < 后 则 说 17 在 和 上 -竹下 分 二 让 记 作 三 

(ii 若 站 人 人 0 Ti 伺 ,使 得 A 人 之 人 在 人 .上 六福 广 则 
说 1 在 误 下 儿 乎 一 致 收 伍 上 二 天 沁 作 六 一 /au.， 

(iiiy 着 中 人 0 有 天 入 一 了 莹 四 0 一 2) 则 说 1 六 
在 和 上 依 测 度 产 收 化 (或 就 说 测度 收 急 ) 十 民 记 作 六 下 

以 上 三 种 收 仇 强度 不 等 :各 有 其 用 . 一致 收 化 无 锋 是 很 强 的 收 
伍 . 在 - 般 情 况 下 很 难 实现 , 因 而 共 应 用 大 受 局 限 . 测度 收 伍 似乎 大 
很 奥 的 收 和 化 5 当 产 为 概 兴 测度 时 , 它 就 是 几率 论 中 的 " 依 嵌 牵 收 
伍 ” ,但 实际 上 仍然 葡 涌 着 足够 多 的 信息 .这 用 测度 论 的 方法 . 厅 以 
揭示 出 几 种 收 仇 之 间 的 深刻 内 在 联系 . 以 下 是 本 节 的 中 心 结 果 . 

2.4.2 定理 位 若 一 a i 则 让 一 之: 莉 六 
"Egorov 定理 ”). 

0 若 六 一 au, 则 廊 汪 三 反之: 苦 太 全 访 则 1 有 …- 邦 
到 几乎 ` 致 收 敏 于 去 后 者 道 常 称 为 *Riesz "定理 )， 

Gii) 车 六 说 六 则 1} 有 子 列 放 乎 处 处 收 合 于 让 首 1X < 


下 本 于 Halmes[§3 的 这 一 术语 于 不 完全 通用 -不 继 心 的 读者 很 可 能 将 它 和" 几 竹 
处 处 收 总 " 相 混 .或许 正 县 这 一 肯 心 站 姐 了 "开平 -施政 前"-- 词 的 流行 . 
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a 
证 直接 看 出 6) 与 人 )-- 起 推出 4iil ,及 Gy 与 4 的 前 半 部 分 容 
易 证 明 . 因此 只 需 证 人 与 (ii) 的 后 半 部 分 . 以 下 设 
Xa) 一 兴 (| 广 一 了 之 o)， 
假定 使 了, 一 六 无 定义 的 点 (它们 组 成 一 零 浏 集 } 也 算 在 多,(g) 内 . 
1 设 j 过 001 后 了 1a. 8. 今 证 太一 a.u,. 因 
ZE TIEENYnENIin: 
[Fr fr)| 1 
IEEN:I € lim X, (1/k), 


故 

Xf, pf) =U NX, (1/k). 
因 Xf 大 亡 一 0. 故 对 每 个 AEEN 有 

im x ,Dx 二] = HX |)=0 (1) 
(用 2. 2. 3(v) ,注意 PFA 之 01). 取 定 依 0, 内 式 (1), 可 司 次 取出 
nt msc 使 


sd Xi| 支 | | = 入 (EN). (2) 
令 Xs= [已 区 | 二 | ], 则 由 (2) 得 
AX= ,| 证 | 
< < 


由 XX 的 定义 看 出 , 当 zcEX;si 之 天 时 
[fx 一 fOr) | 17 和 (一 12 
可 见 在 六 虐 记 他 个 因 此 ff,a.u,. 
2 设 尺 六 六 网 PXI Da co 当 二 1,2.) 于 是 可 
依次 取出 加 之 ns 之 ,使 得 
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PN /RR) < 2 2 (3) 


今 证 一 了 fa.u.. 服 定 8> 0; 取 EN, 使 >) 2 人 令 


由 (3) 立 得 pyX; 过 6. 从 芭 ; 的 定义 看 出 
fA) fr) | rE Xk 


这 表明 在 六; 上 六 二 ACE- co) 因此 了, 了 au， i 

全 1 设 半 = 二 [00 让) 二 Cn 二 4142.) ,网 在 人 EE 上 
护 -> 0. 但 在 于 上 { 记 ) 非 …… 致 收 化. 事实 上 . 

mi 
男 一 方面 ,YE (0.1), 在 -0,1 一 站] 上 显然 有 记 池 0, 因 而 放 -> 
0,a.u.， 正 如 2,4.2(0i) 所 断言 的 一 样 . 

还 下 以 举 出 许多 类 做 于 例 1 的 处 处 收 笋 但 非 一 致 收 伍 序列 的 
例子 ,对 它们 … 致 收 鳄 性 愉 是 在 某 个 局 部 被 破坏 . Fgorov 定理 则 指 
出 了 这 是 普遍 规律 . 

例 2 设 邢 一 [Oo) 六 一 和 9 则 在 关上 六 一 0. 岗 重 有 
ma 大 之 1) 一 oo, 故 丰 可 能 有 六 二 0 和 揭 不 可 能 有 
所 一 0aua .此 例 表 明 ,2.4.2ki)、fiiiy 中 的 条 件 "“p 基 二 co” 不 可 
去 掉 . 

例 3 设 六 一 [0,1]; 售 次 联 

1 = 01/21], 1s ={1/2,1], 1: = [0,.1/3, 
T= [1/3,2/3], 1; =12/3,1], fi: = [O141. 


令 户 二 和 (x 二 1,2,…). 直接 看 出 mxX (之 0 一 0 国 此 六 一 0 
(tn 05). 男 一 方面 '¥ rzE€E 有 .显然 有 任意 大 的 nn; 使 E11, 从 而 
ftx) 一 1, 攻 if,} 在 芝 上 处 处 不 收 化 于 零 .此 例 表 明 ,“ 测 度 收 襄 ” 
可 能 远 远 绕 于 “上 几乎 处 处 收 伍 .因此 ,2.4.2007 的 前 半 部 分 不 能 加 
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强 为 “六 全 捕 之 > fa ee.” 

2.4.2 是 一 个 很 深刻 的 定理 , 它 揭示 了 一 些 表 面 观察 难以 确立 
的 事实 . 例如 ,从 表面 上 看 ,似乎 “几乎 一 致 收 化” 应 强 于 ”几乎 处 处 收 
和 伍 ", 但 当 PpX 二 oo 时 ,2.4.2 指出 二 者 实际 上 互相 等 价 ! 再 如 , 当 
2axX< oon 时 ,尽管 “测度 收 仇 "一 般 远 如 于 "几乎 处 处 收 笋 ”, 亿 由 
2. .2 可 推 晶 ,1} 有 子 列 测度 收 谣 所 1 六)} 朋 子 列 几乎 处 处 星 
【本章 习题 35). 这 似乎 是 一 个 并 不 很 强 的 结论 ,但 若 能 适当 地 利用 它 所 
提供 的 信息 ,有 时 仍 能 有 效 地 解决 问题 . 下 面 就 是 这 样 的 -一 个 例子 . 

例 4 设 刻 仿 fg 人 gg 和 gorae.(n 二 1,2,), 则 了 所 
Ed, Ee.. 

证 由 2.4.2,{ 关 } 有 几乎 处 处 收 伍 子 列 ,不 妨 就 设 天 ~ 
,ae. (否则 只 需 改 变 下 标记 号 ). 又 取 {g,)} 的 子 列 {1g。j} ,使 如 -> 
#3. 6- . 其 众 亦 有 /一 fa.e. ,于 是 由 矿 过 gn:a.e. 即 推出 太志 
rd. e.. 

应 用 全 4 可 得 出 如 下 绪论 :车 让 阅 放 刻字 gy 则 了 安 gya.e, 且 
上 人 fra. es 从 而 六 二 ga.e.，, 妈 在 几乎 处 处 相等 的 意义 下 ,测度 收 
笋 序列 的 极限 卫 数 是 唯 … 的 . 

例 5 设 HpXE fg fe fg 00). 

证 ” 若 结 论 不 真 , 则 有 oe 盖 0,n 之 mr< ,使得 

PX EB HE| ek (4) 
由 六 全 FA co) 推 出 有 子 列 ae eco)3 由 gn 名 推 
出 tg。 } 有 几乎 处 处 收 合子 列 , 为 记号 简便 起 见 , 不 妨 就 设 gg&， 
a.e. 《i-* co 于 是 
六 sn fgra.e, (i 00), 《5) 
由 2. 4. 2 (i) (条件 xX < oo 用 于 此 1),(5) 推 出 了 fg 全 fg 
ff 20), 但 这 与 式 (4) 镍 盾 , 

现在 利用 2.4.2 来 研究 用 连续 函数 逼近 可 测 函 数 的 问题 . 为 此 

迄 要 以 下 引 理 ， 
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2.4.3 引 理 设 下 CR 是 一 非 闭 空 集 ,fEC(CF), 则 存在 
宫 人 CCR") ,使 得 gjF 王 7, 昌 sup g(x) = sup | 7(z) |， 

这 是 有 名 的 的 Tietze 扩张 定理 的 特殊 情形 ,其 证 明 放 在 下 节 ， 

2. 4. 4 Luzin 定理 各 设 瑟 生 R" 为 可 浏 集 , 广 是 六 上 几乎 处 处 
有 限 的 可 测 细 数 , 则 成 立 以 下 结论 : 

DD Ye 0j gECORD, 合 mx gg) et 

sup |glzr) | < sup [f(x)], 

ii》 存在 序列 {gr}1CCCR"MD ,使 在 K 上 gg fa.e. (kr co)， 

证 ”以 下 设计 0 是 取 定 的 . 

1” 设 f = DaX, ell 所 i 所 如 是 互 不 相交 的 可 测 集 ,XX 一 
Ue. 取 闭 集 所 Ce 使 站 (er 之 oR 所? 人 仆人 令 下 = UrF,， 
则 下 是 闭 集 ,Ff 忆 XX, 且 

mlX\F) = Dmle\b) < e. 


因 在 每 个 上 是 常数 ,而 Fi(l 志 i 之 互相 相交 , 故 fIF 连续 
〈 乱 考 3$1.5 例 2). 

2 设 mX < 由 2.3.6. 有 序列 fpy CS(X)， 使 oo 
ACE ce) 由 上 段 所 证 ,WY 实 1, 有 闭 集 记忆 XX, 使 (XN) 志 
E21, 且 yi | 下 连续 . 今 下 ,一 门 六 .FF: 则 


mKX\F,) = m( UCXN\F)) 


EE 


EO) mK\F) < ef2, 


£=| 


旦 每 个 yg,| Fo 连续 (二 1,2,…). 因 在 FT go> 了 有 征 rFo ee， 
故 由 2.4.2G) 有 下 CFF, 使 mCFAE) 之 /2, 在 上 gs 六/ ,因而 
了 IF 连续 (请 证 之 !). 其 次 有 

mR\E) = mK) + mFoAF) < 


人 第 :次 阅读 时 可 略 去 Luzin 完 香 的 证 明 , 但 应 况 亚 上 共 缚 论 . 
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由 2.1.50)D. 可 设 下 基 闭 集 ( 否 则 以 下 的 适当 闭 子 集 取代 FF). 

3 邻 i 一 {xzE€EX: 一 1 上 | 之 二 12). 由 上 段 
所 证 ,YW 宇 1, 有 了 财 集 记忆 4: 使 mr (XA 和 NF) 之 e2 *, 且 了 1F, 连 
续 . 令 瑟 一 UP 车 人 rr Cr 一 ti 一 co), 则 因 每 个 如 Cr) 
(xr 之 0) 仅 与 有 限 个 下 ; 相交 ,不 妨 设 某 个 天 包 售 1z 站 因 此 工 筷 天 
且 Fr fx), 放下 是 闭 集 卓 AIF 连续 ,其 次 ， 


m(XN\F) = DY XMNFD) < 


二 二 1 
4 设 F 如 上 有 段 所 得 之 集 .由 2.4.3, 有 gEC(IR"), 使 g|FF = 
flIF, 和 HH 
sup |gtz)| = sup [f(r) | sup | Ar)|; 
EF = 


EER" 下 


mX(g EMAX\F) LE 
于 是 定理 之 结论 (得 证 . 
5 由 已 证 之 (YAEN;I gECIR" ,使 得 XCF 天 全) 之 
2 1, 令 和 4 二 lt Xf 入 84); 则 


过 lim 之， 2 一 0， 
可 见 关 丸和 国有 4 一 lx 一) 且 直 接 看 出 在 瑟 \ 4 上 
Be 喜庆 ae (一 co) 于 是 定理 之 结论 fii) 得 证 . CL. 
如 果 说 ,2.3.6 志明 了 可 测 函 数 其 实 接近 于 简单 函数 ， 那 委 ， 
2.4.4 则 表明 , 在 一 定 意义 上 ,R” 上 的 可 测 函 数 实际 上 很 接近 于 连 
续 函 数 . 准确 地 说 就 是 ， 
2. 4.5 推论 设 辣 是 可 测 集 下 CR" 上 几乎 处 处 有 限 的 实 医 
数 , 则 上 可 测 的 充 要 条 件 是 存在 序列 (gs CC(X) ,使 得 


Er fa ct, 【器 一 = x ) 


严格 地 说 ,此 处 是 用 2.1,5 的 二 维 推 广 - 
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“3 2.5 某 些 结论 的 证 明 及 补充 


为 证 基本 的 定理 2. 1. 1, 首 先 引进 基 些 - - 般 概 念 ,并 建立 相应 的 
结果 .它们 都 有 独立 的 价值 . 

为 深 人 研究 测度 ,需要 考 虚 具 各 种 性 质 的 集 琐 数 . 关于 集 霄 数 的 
一 些 用 语 已 高 度 标准 化 ,其 主要 者 综合 十 下 . 

2. 5.1 定 光 设 .AYCC 2 蚌 一 非 空 集 谈 ,pj : .7 > 五 是 一 集 函 
数 . 

位 荐 YA,BE ACB> pA pyB, 则 说 是 单调 的 . 

(i) 车 当 有 4,A4E Gn 12 4 一 UA, 且 A, 互 不 相交 
时 pa4 二 p44,, 则 说 yy 是 -可 如 或 完全 可 加 的 ;车 当 A4,BE AY， 
A 站 B= 他 时 (4UB) = pA 十 p8, 则 说 是 有 限 可 加 的 . 

Cii) 苦 当 AAEtn 一 12) 上 4 一 4 时 P4 雪 
jd, 则 涪 p 是 次 可 如 的 ， 

注意 , 若 疡 是 og- 可 加 的 ,OE 且 pp 四 一 0, 则 w 尼 是 有 限 可 
加 的 . 因此 通常 将 有 限 可 加 性 隐 含 于 o- 可 加 手中 参考 2.1.1 之 后 的 
说 明 ). 

下 面 推广 2, 2. 1 中 的 概念-， 

2.5.2 定 久 {i) 车 非 空 集 族 .YC 2* 满足 条 件 

ABE w= AUBA\BE cr， CI} 

出 称 .sz 为 环 或 集 环 ; 当 XE 时 称 环 -SF 为 代数 ， 

QD 车 .CC 条 是 一 个 环 ,m: -> [0,500] 是 一 个 可 加 集 
函数 且 pt = 0. 则 称 为 环 .2 上 的 测度 . 

(i) 著 -YC 2* 是 一 个 o 代 数 ,p :多 一 [0,c0j 是 一 个 单 . 
调 . 次 休 加 信函 数 且 广泛 =0, 则 称 关 为, 上 的 外 测度 , 当 
, 一 2 时 称 六 为 和 上 的 外 测度 . 
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“ 环 上 测度 ?与 外 测度 都 可 几米 构造 测度 . 简单 地 说 , 环 上 测度 可 
通过 扩 天 定义 域 而 扩张 为 一 个 测 庆 ;外 测度 可 适 过 缩小 定义 域 凋 限 
制 为 -- 个 测度 .后 一 浙 诡 包含 在 以 下 定理 中 ， 

2.5.3 定理 设 六 是 王 上 的 一 个 外 测度 ,全 是 满足 条 件 

站 NB (VY ACX) 《2》 
的 集 召 过 其 之 全 体 , 则 庆 在 -江上 的 很 制 关 |- 党 (和 参考 上 2.3) 是 
一 完备 测度 . 

注 条 件 (2) 称 为 Caratheodory 条 性 . 因 jp*A 之 pe* (A 门 B) 十 
pr CANB) 届 成立, 克 条 和 件 人 (2) 里 守 prCANBY+4pe (CAN\B) 
(¥ ACXY. 

证 了 证 -是 -- 人 代数. 显然 外 ,人 OE©. 才 , 著 六 .BE 到 ， 
所 入 三 . 则 反复 应 用 茶 件 (2) 得 出 ， 
2A= A BD) Tp (CAN\B) 

-A B} A AN BNB)+A 人 AN BN BB;) 
= [AN BU BIN B+ pAN BU BN By 
+ AN BN) 
= pAN (BU BD) + rp (AWBH UB)): 
A tANBN BrataANBN BB) + pp (A\B) 
= pp {ANB NB) + [AN BN\B YN B,) 
pAN BN\B) NN B;)] 

= CAN CRNB)) pr (ACBINBL)), 

可 秃 BB BN\B:E 全 即 - 汉 满 是 条 件 (1) ,因而 jy 为 代数 .. 

2 证 在 .党 上 有 限 辣 加. 设 Bi,BsE -A,B 站 B= 个， 
二 BUB,， 则 对 任 销 站 过 芝 有 

A ANB=y {AN BN BDI-A (ANBNEB) 
= AAANMNMB) TT A CAN 8B,). 
进而 归纳 地 得 出 ;车 BEATI 守 站 1) 互 不 相交 , 则 
A CAN CBY) = Dy CANB) (YY AC XN). (3) 


| 
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在 (3) 中 取 4 一 天 得 出 天 本) 一 人 >， 大" 有 
3 证 . 既 为 代数 是 jx* |- 克 为 测度 . 设 BEA(n 二 1,2， 
…) 吾 不 相交 ,8B 一 UB,. 令 局 一 UY.B;, 则 对 任 给 A 入 是 有 : 
2A (ANB) + CA\B) 
DANB) + pp' CA\B) 


去 tai[ > "AN BD) + pp CANC,) | 
”上 


= HANC) FA ANC) 一 上 4，( 用 (3)7 (4) 
这 推出 po 有 A 二 24 站 5) 十 ps (CANB) ,因此 BE 在 (4) 式 中 卫 
有 4 二 卢 得 出 1*'B 二 少 ) p'B., 故 p'1- 夫 是 0 可 加 的 .车 及 E 低 
fn 二 1.24 中) 不 必 互 不 相交 , 则 由 
UB,= BULULBN US)] 
看 出 UB,E.-C, 因 此- 友 是 5 代数 ,从 而 pj" |- 到 是 测度 . 
人 ”证 完备 性 . 设 BCNE- 如 ,pj*N 二 0, 则 
ACANB) + (ANB) 
SAN+tAA=u A ACN), 
这 推出 式 (2), 因 此 BE 到. 帮 jp |-Y 完备 . 口 
今后 将 称 .本 (人 依 2.5.3) 中 的 集 为 Ww -可 测 集 . 
2. 1.1 之 证 ”下面 以 下 ,FF 记 闭 集 ,G,G, 记 开 集 . 
1” 定义 开 集 测度 . 设 避 二 避 总 , 闲 二 (Cais54) 是 G 的 构成 区 间 ， 
则 规定 如 的 测度 mc 为 
nt? = > 一 如) 
约定 mri 二 0. 开 集 测度 有 以 下 性 质 : 


GL Ge mt EE ms (35) 
加 . 3 、 
m6) 裤 2 mG., (6) 


当 Ca 一 1,2,…) 互 不 相交 时 56) 为 等 式 . (5) 是 明显 的 , 为 证 (6)， 
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以 4 证 已 一 LUC 的 枸 成 区 间 ,以 0 记 避 的 档 成 区 闻 . 则 每 个 他 
必 含 于 某 个 4 (第 一 章 习 题 32), 朋 是 它 所 包含 的 所 有 6% 之 并 ,于 
是 


mG = mA 了 ， Dy md 

了 了 DC 

= > 1, 一 > mo 
日 直 nn 3 

一 ») 1 ， 

其 中 用 到 关键 的 不 等 式 
mA 2) mo (C7) 
uC 上 


证 7 又 归于 证 :车 4 为 开 区 间 ,104} 是 一 列 开 区 间 ,， 4 一 U5,, 则 
ma4 执 2 mi 和 任 取 [w 门 二 4, 则 由 有 限 覆 盖 定 理 有 ./ > 0, 合 
[a;6] 己 Uii6,, 于 是 5 一 a 扫 > mi 分别 令 a,b 趋 于 4 的 两 个 
端点 , 即 得 产 4 所 2， mi 
2 定义 外 测度 . 任 给 4 己 及 , 令 

1 则 一 inf mt, (8) 
显 杖 mr 人 二 0:ACBCR 节 mAEmB. 设 A Rm’ A, 
coon 二 12 于 E00 联 忆 DD 4: 使 mwG 之 2m" A 十 22 "Cn = 
1,2,…), 则 由 (8), (67 有 


m" CU A nit U 人 妇 >, Pr, 
"二 上 #—1 中 -1 


二 Y、 rm A, + €, 
这 得 出 ze* CU 4) 过 > mm" A,， 当 某 个 mw 4, 一 20 时 此 不 等 式 自 动 
成 立 ,. 因 此 六 "是 R 上 的 外 测度 . 直接 由 (8) 看 出 ,对 于 开 集 人 有 
zz tr 一 mC. 
由 2. 5.3,m” -可 测 集 之 全 体 构成 一 o- 代 数 芭 " 在 芝 上 的 要 
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制 号 一 完备 测度 ,下 闸 仍 记 作 mm. 只 和 需 验 证 27,m 具有 2.1.1 中 的 性 
质 (PD ,O00 一 (0Q46). 
3 验证 (P00). 只 需 对 任何 A 一 CB 了 (一 o0 证 
3 各 综 . 为 此 只 要 对 尾 给 4 志 R.CDA4 证 
mA mG 
(何故 ?7). 家 接 看 出 苔 ' fa.6} 二 0. 令 二 [a 加: 则 
nA A A A 
mA NT UY tab}) 
ERG NN A) ND) GG, 
(Qi 显然 被 满足 . 
4 验证 (Qo). 设 BE,rER. 车 8 居 开 集 , 则 显然 上 8 十 x+ 是 
开 集 月 z(B 二 x) 二 mB. 由 此 又 推出 ;是 半 称 不 变 的 . 任 给 4C 
及 ,有 


mA=m (A x) 

—m A) Bm rx) 

= mm {AN B+ 7 mAB + 7)), 
可 见 吾 十 了 2 , 且 

mB = mB =m'B = mB. 
5 验证 (Q;). 任 给 AEY Ee 六 0. 令 A 一 A 门 (一 zn) {fn 一 

1 2 则 4 一 4 取 避 了 4 使 ms 十 En 1]， 
2 于 则 和 4， 


mA) SE Dm < er2. 


同 理 用 A 使 (G4) 二 12. 令 让 一 , 则 FCATG，, 
mY = mA mG NA < &, [] 
这 样 ,我 们 已 完成 1 维 Lebesgue 测度 的 构造 上述 过 程 的 基本 
思路 可 概括 为 ;首先 在 一 较 小 的 集 族 .SC 如 于 集 族 ) 上 定 多 时 种 " 测 
府 "; 然 后 将 其 扩张 为 R 上 的 外 测度 m' ;再 将 六 "限制 到 某 个 包含 
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AY 的 oo- 代 数 st 上 ,得 出 所 要 求 的 镜 度 mw. 以 上 上 叫 想 还 可 以 稍 不 同 
的 方式 加 以 发 挥 ,得 出 如 下 ~- 般 结果， 

2.5. 4 定理 设 .YC 2* 是 一 个 环 ,X 可 表 为 -3Y 中 可 数 个 集 
的 并 ,pr 是 环 -< 上 的 测度 , 任 给 及 芒 , 令 

六 4 一 inff > pd (A CACU A,). (9) 

则 gx' 是 革 上 的 外 测度 ( 称 为 由 jx 导出 的 外 测度 ). 设 - 治 是 上 -可 调 
集 之 全 体 , 则 py |- 碾 是 的 扩张 , 即 Y BE ,有 BEA 有 Eu'B 
一 pb. 

证 1 证 六 为 外 测度 .只 需 验证 次 可 其 性 . 设 4,C 大 人 一 
1 2 一 U4 可 设 广 4< op 人 一 1 2 ,YEOnEN, 
取 {4Aw: TEN C: ,使 4C. UA, 生 214w < A, 十 e2", 则 
A4 己 U4, 于 是 


HAC A = Ded 


Da A, + E27") 


二 了 十 &, 
由 此 得 出 A 过 AAA。 

2 证 yj- 志 必 的 扩张 . 取 定 BE-5. 任 给 4 记 久 ,首先 设 
A 01 取 序 列 {4 所 - 巡 : 使 4 己 LA 且 > Ad 
A 4 十 E, 则 

2 有 E> Dd 


人 [ad NN B) + pCAMNBY 


2 aA, MB) 十 DY HCANB) 


有 


AN CAB}, (用 59)3 
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由 此 得 j= je 人 们 BY 十 eCANB). 当 上 六 4 三 天 时 此 式 自然 成 
立 , 因 此 吾 后 .党 . 显然 1 B 世 jxB. 着 (A) 所 -有 王 U4 不妨 
设 4 互 不 相交 (和 理 则 以 AU?i 4 代 4,), 则 
HB = 2 nuBNA) < D>) £4,, 

这 推出 wyB 去 jg"'B. 因 此 B= x*B. [ 

2.5.5 定 名 设 .YC 2* 是 一 非 空 集 族 .天 上 和 包 会 ex 的 所 有 
o- 代 数 的 交 是 -一 个 oo- 代数 , 称 它 为 由 < 生成 的 ao- 代数 . 

为 说 明 以 上 定 广 人 台 理 ,必须 指明 两 点 : 

1 至 少 存在 一 个 包含 .3Y 的 二 代数 ,2 全 是 . 

2 车 各 是 包含 -<Y 的 所 有 a- 代 数 之 交 , 则 喀 确 为 o- 居 数 . 
证 明 是 直接 的 . 

显然 ， 2 所 生成 的 o- 代数 即 是 包含 -2 的 最 小 o- 代 数 . 
若 以 盈 记 R" 中 开 集 之 全 体 , 则 也 生成 一 个 a- 代 数 : 深 , 称 每 个 
BE 作为 R* 中 的 Borel 集 . 

以 上 所 述 可 自然 地 推广 到 由 集 族 生 成 环 或 代数 的 概念 . 

结合 2.5.4 与 2.5.5 易 得 出 : 

2.5. 看 定理 设 记 ci- 有 如 2.5.4, 疗 是 .人 生成 的 e 代 
数 , 则 腑 下 结论 ， 

(DD) CB CA ,; 

(DY ACX,I BEVATCBHBEHEr A pu'B; 

fiiiy 闭关 是 有 限 的 , 则 4E- 近 人 了 本 号 人 E.: 光 ,后 得 4 和 二 且 
x CB\A) 二 0, 此 时 pg*A4A= pp'B. 

因此 可 以 说 ,2. 5.6 中 的 ge, 区, 分别 类 和 似 于 9' ,Borel 集 
类 . 尖 与 Lebesgue 可 测 集 类 经， 

2. 5,4 可 用 来 构造 维 Lebecsgue 测度 ,其 太 意 如 下 : 

t* 对 每 个 二 维 半 开 方 体 C 一 J[[ai,5) ,定义 

三 [1 (hi 一 a,). 
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2 以 军 记 ， 维 半 开 方 体 之 全 体 , 以 -史记 宕 中 集 的 有 限 并 
之 全 体 , 则 -是 一 个 环 , 任 给 4E :5 史 , 必 有 有 限 个 互 不 相交 的 CE 
窗 , 使 和 4 一 UC, 定义 {m4 一 >mCi; 则 mr 是 环 .ew 上 的 一 个 测度 ， 

3 应 用 2.5.4,m 导出 R" 上 一 个 外 测度 mm*, 且 mw” 可 测 集 构 
成 一 个 o- 民 数 多 (相当 于 2. 5,4 中 的 - 友 ),m'* 在 缴 上 的 限制 是 一 
个 完备 测度 , 它 就 是 维 Lebesgue 测度 入. 

4 由 2.5.6, 包公 Borel 集 类 人; AE 吕 IjB8E' 深 ， 
六 BH mB\VA) = 0. 

进而 可 验证 mz 具有 2.1.6 中 的 所 有 性 上 质 , 以 上 过 程 不 可 避免 地 
包 会 菜 些 繁 瑞 络 节 , 欲 知 其 详 的 读者 可 和 参 厦 有 关 文 献 ( 如 [8,12~ 
16]). 

到 此 为 止 ,还 没有 涉及 到 一 个 非 Lebesgue 可 测 集 . 这 不 是 偶然 
的 , 因为 根本 不 存在 这 种 不 可 测 集 的 平凡 例子 , 为 了 得 到 一 个 不 可 济 
集 , 必 定 要 用 到 某 种 非常 规 的 构造 . 

2.5.7 定理 设 玉 入 RmE > 0, 则 存在 ACCE,m A 0 用 
二 是 Lebesgue 不 可 测 集 . 

证 可 设 豆 有 界 ( 否 则 以 其 个 五 门 ( 一 na) 代替 五, 足 况 大 )， 
取 区 间 fa ,中 忆 E. 任 给 zx,yEE, 当 7 一 yy 时 将 x,y 归 十 同 -- 
类 . 这 样 ,ER 被 分 成 互 不 相交 的 类 . 从 每 类 中 选 出 一 元 构成 一 集 4 , 今 
证 本 即 侣 于 定理 所 求 . 信 4= 4 十 六 着 rrEQr 天 53, 则 必 4 让 
本 (否则 有 2E 4 使 十 rr 一 三 十 9 也 而 w 一 太一 一 了 各 
人 ,这 推出 a = 二 58,5 一 7). 因 YX,3a€EA4A, 使 一 七 Q; 改 
记忆 A 于 是 (注意 澡 * 半 移 不 变 ) 


OmEm'i 4,) 
re 性 


> 十， 


-Co 
这 琳 明 mr* 丰 记 0. 令 BB 一 QD0,1j, 则 rEB;: AC [a 小 十 1j. 若 
马 可 测 , 则 
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gg al=nmnat+ l=mlt LU 4 
用 


= > 1 一 


这 表明 mA 二 mw"'A 二 0, 得 出 予 盾 . 放 4 不 可 测 . 由 
现在 转向 2, 4.3 之 证 ,为 此 需要 如 下 下 理 ， 

2. 5. 引 理 设 4.BCR” 基 两 个 互 林 相交 的 非 空间 集 ， 
-oo 0 则 得 站 FECCR") ,使 得 a 志 ff 守 65, 忆 F14 
一 Gyfi 瑟 一 z 即 对 任 给 了 人 4 站 有 Fr 一 By 二 办 

证 ”直接 验证 以 下 销 数 郎 合 要 求 ， 

ad (tr,BY + cz 4》 


fr = TB RR", C10» 


其 中 cz 4)? 表 点 工 到 集 刀 的 上 距离 (网 81.4(2)) 它 吕 然 对 了 连续 ， 


edtruAy = 0 rea. { 
2.4.3 之 证 ”为 记号 简便 起 见 ,约定 
Abr sup [f(r Fell = sup |gCr}l. 
万 下 ER" 


3” 设 17ii 各 二 令 A 一 广 1([ 士 1/3, 填 1]), 巾 1. 5,6.4， 
与 4. 是 互 不 相交 的 财 集 . 由 2. 5.8, 有 gECCR ,使 gi A 一 
士 173, gg 二 173 ,于 是 下 了 一 二 二 243. 设 已 作出 gECCR") 
(1 蕊 7 之 此 ) 使 得 


igl < 和 $3) Qacieb; 
& i 
7- el < 15)- 


4 


| i 
草 旬 ECEPD) ,| pp 和 1 以 代用 已 证 结论 知 有 gi 全 CCR") ,使 
得 | Her l S13, t PF BE.1 站 FS 273， 令 本 上 Fl 一 (273)gr. :次 


， £1 
tol <313). 1 Da 


; Ai 
去 | 序 | .0 


下 
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这 就 归纳 好 作出 序列 18 C CCR" ,使 得 (11) 对 二 0,1,2,… 满 
是 . 令 g 二 27: 则 gEC(R"), 
gl 1 gif =f (12) 

2 设 00 之 fz 之 0 了 | 二 0 的 情况 显然 不 必 考 虚 ). 以 
Pp 二 站 了 5 代 六 应 用 已 证 的 1°, 得 出 AECIR"), 和 使 得 hi 二 1， 
plIFE= .人 信 g= fia, 则 ail = /leg of. 

撤 二 5 令 g(r) 二 arctan :+ 则 wp* FECCE), 
上 zs 二 1. 于 是 有 AECCR"D, 使 hi 一 1,41IF 一 gg。f. 因 
= 1rER": hz)| 一 1 是 际 集 ， 五 门下 三 他 ,内 2. 5.8 有 
ECIRD) ,使 wjB= 0.giF = 1,0 守 1. 令 


CY == tan| 区 pr)h tr)| ， 


则 gECCR? ,gy|IF = I 户 : 
评 注 


1， 测度 概念 的 形成 .是 为 拓 儿 长 度 、 面 积 与 体积 概念 所 进行 的 
一 系列 探索 的 结果 . 19 世纪 下 半 叶 ,不 人 少 分 析 学 家 试探 过 扩充 长 度 
与 面积 概念 .其 中 包括 Cantor,Stolz .Peano.Jordan, Borel 这 样 一 些 
大 名 弛 碳 的 人 物 . 他 科大 部 试 为 容量 "是 -~- 个 合适 的 概念 ,应 用 容量 
可 度量 惫 来 人 请 复 洒 的 点 集 . Jordan 司 容 量 埋 论 趋 于 完善 .尤其 使 有 
限 可 可 性 ”得 至 证明. Borel 对 Jordan 的 容 黄 理论 作 了 实质 性 改进 . 
使 之 更 接近 于 现代 的 测度 理论 . 决定 性 的 推进 是 由 Borel 的 学 生 HH. 
Lebesgue (1875 一 1941) 作 击 的 . Lebesgue 在 Borel 及 其 他 人 工作 的 
基础 上 ,系统 地 建立 了 测 庶 论 ,并 用 来 成 功 地 建立 起 他 的 积分 理论 ， 
他 有 发表 于 1902 年 的 论文 < 积分, 长度 与 面积 3 被 公认 为 现代 测度 与 积 
分 理论 的 监 芋 之 作 . 其 后 十 凶 年 ,1.ebesguce 的 理论 赴 许 多数 学 家 向 
各 个 方向 推进 . 1910 年 ,jebesgue 研究 了 R" 中 的 测度 ;1913 年 . 
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Randon 展开 了 今天 称 之 为 正 出 Borel 测度 的 理论 ;1915 第 ,Frechet 
提出 在 -- 般 o- 代 数 上 建立 测度 ,抽象 测度 理论 由 此 放生 . 
Caratheodory (]873 一 1950) ,Habn 等 人 的 工作 维 于 一 般 测 讼 理论 以 
很 大 推动 . 

2. 希腊 数学 家 Caratheodory 在 本 指 纪 20 年 代 前 后 关于 外 测 
麻 的 工作 ,对 于 现代 形式 的 测度 理论 的 形成 起 了 关键 作用 . 
Caratheodery 所 给 出 的 可 测 性 条 件 ( 和 参见 人 2.5(2)) 初 看 起 来 是 不 自 
然 的 ,但 事实 证 明 它 是 馆 今 为 正 最 简捷 的 可 测 集 导 人 法 . Lebesgue 
当初 首先 引入 外 测度 rx' 与 内 测 麻 mq, ,然后 通过 条 件 天 ,4 一 mA 
定义 可 测 集 ,这 无 峰 是 直观 上 最 容易 被 接受 的 方法 . 但 循 这 一 路 线 的 
理论 并 不 是 最 简洁 的 ,而 且 缺 少 推广 的 价值 ,因而 被 Caratheodory 
的 导 人 法 所 取代 . 

3. 在 Lehesgue 可 测 的 意 冯 上 ,可 测 集 与 可 测 两 数 广 泛 到 这 样 
的 地 步 , 以 至 在 实际 问题 中 可 测 性 要 求 玫 乎 不 构成 任 向 限制 ,迄今 所 
知 的 不 可 测 集 都 如 2. 5.7 中 的 例子 那样 矫 揉 造作 ,很 难 契 象 它 们 会 
出 现在 “平常 地 ”思考 所 提出 的 问题 中 . Solovay 于 1970 生 证 明了 : 
Lebesgue 不 可 测 集 的 构成 必定 依赖 于 选择 公理 . 这 就 更 加 坚定 广大 
多 数 分 析 学 家 的 看 法 :Lebesgue 可 测 集 是 足够 用 的 , 有 上 鉴于 此 ,在 其 
个 分 析 阿 题 的 研究 起 点 处 ,假定 所 涉及 的 集 与 函数 均 可 测 是 很 自然 
的 . 当然 ,这 并 不 能 自动 地 保证 :在 研究 过 程 中 出 现 的 集 与 函数 也 都 
是 可 测 的 . 因此 ,经常 不 免 遇 到 判定 可 油性 的 问题 . 不过, 本意 中 为 此 
而 设 的 2. 2. 1 ，2. 2. 2，2. 3. 2~-2. 3. 4，2. 4.5 等 结果 通常 是 够 用 的 . 

4. 设 (X ,2 ,pj) 是 一 测度 空间 ,wxX > 0. 因 零 测 集 的 可 数 并 
仍 为 零 浏 集 , 故 从 及 中 除去 任意 可 数 个 零 测 集 之 后 ,余下 的 集 共 有 
不 变 的 正 测度 . 因此 可 以 说 ,和 零 测 集 在 六 中 可 和 忽略 不 计 . 这 就 得 到 刻 
“稀有 性 ”的 区 一 种 方法 , 与 上 章 提 上 太 的 基于 “可 数 性 "与 * 第 一 例 
性 ”的 方法 比较 ,此 处 所 说 的 测度 论 方法 秘 平 更 加 “精确 ”, 测度 毕竟 
是 对 集合 的 一 种 “量度 ”, 它 具有 更 多 的 定量 色彩 . 正 因为 如 此 , 利 轩 
零 测 集 定义 的 "几乎 处 处 ”概念 (2.2.5) 才 获 居 如 此 广泛 而 有 效 的 应 
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用 .有 趣 的 是 ,描述 "稀有 性 ”的 以 上 三 种 方法 可 以 在 测度 论 的 柜 架 内 
统一 起 来 (参看 本 章 习题 16)， 

5. ”本章 并 没有 举 多 少 计算 测度 的 例子 . 读者 想必 巷 感 忧虑 ;人 入 
没有 计算 测度 的 有 效 方 法 , 浏 度 理论 无 论 如 何 美 妙 , 岂 不 空 汉 无 用 ? 
这 种 担心 看 似 自 然 , 其 实 并 无 必要 .首先 ,本 齐 的 2.1.3~2.1.5。 
2.2.3 等 原则 上 为 计算 测度 提供 了 方法 ,尽管 具体 施行 并 不 容易 . 其 
次 ,读者 颁 知 ,测度 概念 涵盖 了 长 度 .面积 .体积 等 概念 . 因此 ,对 于 某 
个 4CR .如果 我 们 能 计算 它 的 “rz 维 体 积 *( 当 mn 所 3 时 ,初等 积分 学 
提供 了 有 效 方 法 ), 那 么 也 就 求 得 了 Lebesgae 测度 wx.A. 在 理论 问题 
中 ,很 少 需 村 去 准确 算出 某 个 集合 的 测度 . 更 重要 的 问题 往往 是 判定 
某 个 集合 是 否 为 零 测 集 , 而 为 达 此 目的 ,本 章 的 结论 (如 测度 的 单调 
性 .o- 可 加 性 .次 可 加 性 等 ) 通 常 是 够 用 的 , 经 验 表 明 , 在 测度 论 的 实 
际 应 用 中 ,对 所 涉及 的 测度 作出 某 种 估计 ,常常 比 算出 测度 的 具体 数 
值 更 重要 , 因此 , 读 少 计算 测度 的 普 规 有 效 的 方法 ,并 不 如 初 看 起 来 
那么 严重 . 

6. 测度 收敛 是 匈牙利 数学 家 Riesz(1880 一 1856) 引 进 的 , 它 是 
一 种 典型 的 "整体 收 爷 性 ”, 与 传统 的 “ 按 点 收 化 " 益 别 其 大 (《 同 顾 呈 2， 
4 例 3), 是 很 自然 的 . 分 析 学 家 热衷 于 引进 请 来 你 弱 的 收 委 性 .理由 
在 于 : 即 合 很 器 的 收 误 ,所 能 传递 的 信息 对 于 某 些 月 的 也 是 名 用 的 ， 
这 就 可 能 大 天 放宽 某 些 问题 的 条 侍 . 在 $2.4 中 ,我 们 尽力 注意 到 发 
搬 “ 测 度 收 钙 * 所 蕴涵 的 信息 ,这 是 值得 读者 纲 吉 体会 的 . 如 果 读 者 能 
认真 完成 本 章 后 面 的 相关 习题 (如 题 31 ,35,36 等 ) .对 此 将 会 有 更 深 
人 的 认识 . 


习 题 竺 


1. 作 完 备 耻 集 下 所 ,0,1]j, 司 得 FF == 172. 
32. 作 闭 集 灰 忆 R`Q ,使 得 wnaF 站 
3.， 设 A 广 Rmd 之 648 半 D0, 则 存在 有 限 人 汪 开 区 间 让 ,使 得 


第 -人 前” 副 席 汪 叮 策 荆 是 


4. 


(人 < ee. 
设 坟 RR 可 浏 .aER. 于 0. 当 i1| 之 时 a 汪汪 4 于 少 一 个 


属于 3- 则 A 汪 6 


S, 


设 和 AA 二 R', 着 YY 6 > 0; 存 在 闭 集 于 A 与 于 集 侣 必 A, 合 CNF) 人 


sa: 则 .可 珊 ， 


总 区 


168. 


设 4 己 Rom = 007 为 开 集 , 则 GG = Gi, 
刘 半 芝 RR"' 可 涧 中 守 2 守 A 网 BC AmnB= uv. 
R"' 当 必 R" 的 子 集 , 其 ;; 统 Lebexgue 测度 为 鹤 . 
直线 上 愉 有 天 个 Lebesgue 可 测 集 . 
设 4 人 一 112.…) 基 上 可 测 梨 1 是 二 上 的 测度 ,下 间 )， 则 


RE | Elm A jm im pee 


11, 


设 4tnx 11200) 是 jw- 可 测 集 cA 和) 二 1 一 im 则 jl 


= lim pl, 


12. 
13, 


设 了 和 页 A = 
旗 PK 一 Pd 1 门下 . 
设 H 一 1psdorw lg, 插 有 有 子 列 ; i 使 疡 站 1,2 人 


设 pr -1 人 ,ad 一 出生 站 4 站 
设 居 是 症 一 非 空 全 .7 他 从 满 足 : 人 4 BE -> EY 


《EL 一 12 -> 1 


EE 时 人 时 人 凡是 
一 完 押 概率 测度 ， 


17. 
二 人， 
19. 


20. 
21. 
22. 


23. 


设 产 与 梨 基 (人 2 站 可 油 , 则 六 可 副 . 
设 了 上 是 有 限 可 测 旺 数 ,: R 一 入 连续 或 单调 ,网 gl 9) 厢 测 . 
设 ,人 是 上 的 有 限 可 测 隙 数 ,#ECTRD. 网 gryfir1) 训 


设 六 在 te 上 可 种 , 则 六 可 测 . 

设 上 在 每 个 区 间 [ea 有] 己 40 上 可 测 ., 岂 二 在 [up 二 可 调 ， 
届 .ro 对 二 可 测 , 对 连续 , 则 从 <) 一 ,max 二 (29 可 测 . 
设 革 C 有 RR" 是 紧 集 ,下 CC COXD), 则 闪 7) 一 sup f(z) 可 测 . 
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24. 诺 j 近 在 玉 上 可 测 , 风 gt) 二 PXECFS 人 处 外 在 连续 .用 平 
处 处 右 连 续 ， 

25， 设 了 是 有 限 可 测 隔 数 , 则 有 可 济 函 数列 1 41- 使 放生 fm :1 ) 且 每 
个 取 叮 数 个 秆 . 

26， 设 了 是 有 界 可 测 郴 数 . 则 有 简单 画 数 列 1y。} ,使 四 十 Fn ce 站 
fp | A |. 

27， 设 了 上 是 几乎 处 处 有 限 的 可 铀 梢 数 , 风 有 有 界 可 出 函数 列 ! 六 1 使 六 
fr en), 

28， 设 (六 天 AMCX) ,出 集 44 一 15: Tim (zr) 存在 匡 有 限 } 洒 测 . 

29. 设 uR 冤 OEMEAI YT fae ta xs 则 本 二 之 
, 导 1 天 在 4 上 -- 臻 月 界 且 yA 守 0. 

304， 设 矿 -> au , 则 六 全 了 用 六 一 aoe,， 

31。 设 让 他 ae 

32。 设 /去 症 人 户 二 了 关中 则 [下 二 1 人 

33. 放 pj 芝 ECOR A 

34. 设 pkZ < ofrgutf .8 是 革 上 的 有 限 可 测 丽 数 ,f 作 jg, 全 gE 
[和 

35，。 设 gc co 六 EN 一 12 所 乎 处 处 有限, 而 :5 六 /有 调度 
收 敏 子 列 后 {有 几乎 处 狂 收 化 子 列 ， 

36. 证 EMN)G = 2 6 supl fl-> 
0tn-> 7). 轴 

37. 设 交 < cp 和 本 faeif | en < 2 
一 则 有 这 在 人 上 
oe), 

38。 设 a 芝 2 记 人 导 CRD fi 
全 gae, tn 7) 

允 ， 设 基 全 此 可 测 ,YeE>n0n 存 在 闭 集 上 全 ,使 广 关连 续 上 月 mAF) 
<E. 则 节 可 测 . 

40. 设 互 人 只 可 副 , 了 是 抑 土 几乎 处 处 有 限 的 可 谢 晒 数 , 财 站 在 序列 
[天 记 CR ,使 得 在 并 上 捕 二 Fw co)， 
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习 题 B 


41. 和 作 可 测 集 有 A 之 91 使 对 任何 非 空 开 区 人 阅 和 己 10.1]. 己 成立 
mtANAI> 0 HB mad) 人 > 站 

42. 每 个 非 空 完备 集 44 过 及 有 非 空 完备 子 集 中 ,使 mr 有 = 0. 

43. 设 中 二 fr nmENC 一 Utr -an 0 开 志 了 想 是 闭 集 , 则 
MOAED > 0. 

和 设 4 己 及 ,oo4mD 则 有 yy 皇 4 使 六 二 工 一 全 站- 

45， 设 站 忆 R4 > 站 则 有 >yE4 使 -一 YE 下 QQ， 

46. 设 A 和 RmA 产 20 之 pp 之 11 财 有 区 间 & 全 0 二 pra mtA 门 
起 】， + 

47.， 设 丰 二 R'md 这 0, 则 (有 十 A 天 信 ;: 十 是 当 A4 十 A 二 4 或 
(十 相 /2 记 A 时 A 

4d8,， 设 t0.50) 一 ALUB.ANB = (AB ATAC AB+BI BN 
4 下 均 不 可 测 . 

49， 作 可 测 集 下 所 R, 使 玉 在 了 轴 与 轴 上 的 投影 均 不 可 调 ， 

50. 设 半 人文 R'mA 守 0 网 3 xEAYO 和 0, 有 mtAN Batr?) > 0. 

Sl， 设 了 是 可 测 函 数 .B 福 屋 可 测 , 则 广 '(B) 未 必 可 测 . 

s2， 可 测 师 数 的 复合 辫 数 未 必 有 可 测 . 

53. 作 R 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 六 ,使 任何 与 六 几乎 处 处 相等 的 聊 
数 外 上 星 不 迷 续 . 

54. 作 [0,1] 上 的 有 界 可 测 浮 数 /使 它 不 与 尾 休 连 急 疝 数 几乎 处 好 楷 
等 ， 

55. 设 语 !: R 一 及 可 测 , fw ry) 二 fy) Fr = a 

56. 设 5 二 2 放生 区 -使 
HX ERa Ft fr tn ), 

57， 设 太 和 MX 一 1,2.) 几乎 处 处 有 限 . 册 i171 测 麻 收 笋 守 和 g 
> OR | Eo) 2 mn 0 ). 

58， 设 记 并 0 看 在 序列 ta} CRR, 使 


Del = Da < cc ,ae 
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59. 设 ' 是 半 上 的 外 测度 (以 十 算 如 下 ,pn 和 与 x*B 有 限 , 则 
JA pp B| Sn" CAAB). 
B60， 设 记 CAAB) = 0 pI (CBA) ,Np (AACD 一 省 
651 设 训 有 之 00, 忆 为 上 -可 测 , 刘 
aAtAUUB=£A+ABo -AAN BE), 

62. 设 吾 (0 过 1) 是 互 不 相 突 的 yy' -可 测 集 ,A Bi, 则 g' CU A,) = 
D> 4. 

63. 设 子 : 及 > 是 双向 A 二 ACY ACKR), 则 当 A44 为 jy*- 订 
测 时 FCA} 闵 然 . 六 

64. 设 生 入 好 : 则 有 G3 集 B. 使 ACBAmA4= mB. 

65， 设 有 4: 祈 R,tA,+ 是 升 列 , 则 m' i A) 一 lim mA,. 


66. 作 互 不 相交 药 4.C Ra 二 4124) 人 恒 " U4) < mr. 

67， 设 ACROa 所 mA, 则 有 BC4, 使 mm"B = a. 

68. 设 m, 和 一 supfmC: CCA 为 肾 集 |). 车 ACCRmA=m A 
2 则 4 可 测 ， 

69， 设 4 瑟 [-aalmdD a 关 0, 风 存 在 BC 有 A4, 使 得 mB > 0. 且 二 
基于 原点 对 称 . 

70， 设 玉 RR 让 关 0 网 jE 六 00 当 |x| 三 EE 时 mt 站 CA > 0 


第 三 章 ”Lebesgue 积分 


现在 进 人 本 书 的 中 心 内 容 :Lebesgue 积分 论 . Lebesgue 积分 5 以 
下 简称 "L 积分 ”是 Riemunn 积分 (以 下 简称 *R 积分 ”) 的 一 种 推 
广 * 它 不 像 民 积分 那样 过 于 受 局 限 , 亦 不 像 菜 此 更 一 般 的 积分 那样 
过 于 第 融 . 因 此 被 公议 为 是 不 代 分 析 中 最 合适 的 一 种 积分 工具 , 本 部 
在 测度 论 的 基础 上 引进 上 积分 概念 ,以 尽 可 能 简捷 而 又 系统 的 方式 
给 出 工 积 分 的 主要 性 质 , 并 建立 上 积分 与 R 积分 的 联系 . 某 些 较 繁 
芽 的 证 明 交 在 最 后 .- 节 , 跳 过 这 些 证 明 完 全 不 影响 对 本 章 基 本 内 容 
的 理解 与 运用 . 本 章 列举 了 较 多 的 例子 说 明 工 积分 确 比 RR 积分 更 颈 
活 方便 . 读者 如 能 仔细 完成 本 章 后 面 的 练习 ,将 会 加 诬 这 一 印象 . 

本 章 中 ,区 ,7 ,pj) 记 给 定 的 测度 空间 ,MM(X) 与 SCM) 分 别 记 
中 上 的 可 测 函 数 与 简单 沙 数 之 全 体 ,其 中 的 非 质 昭 数 构成 的 了 集 分 
器 记 和 作 MT? (XX) 与 ST(X). 


8 3.1 Lebesgne 积分 的 引入 


读者 从 微 积分 学 中 拱 知 的 定 积分 , 重 积分 及 ( 第 -- 类 ) 面 线 曲 面 
积分 怠 . 尖 建立 在 “分 割 , 求 和 、 取 摄 限 * 这 -标准 程序 的 基础 上 ,它们 
统称 为 Riemann 积分 或 *R 积分 " 为 简单 起 见 ,以 下 用 | 7 记 范 数 / 
在 DD 上 的 RR 积分 .DP 是 区 间 ( 对 定 积分 ) ,或 区 域 ( 对 重 积分 ) ,或 曲面 
(对 册 面 积分》, 等 等 . R 积分 的 主要 性 质 可 概述 如 下 ， 

(Ri) 线性 性 : | + Br) = «| /f + 有 | < 


如 所 部 知 ,第 一 类 曲线 (或 出 面 ? 积 分 可 归结 为 第 类 曲线 (或 腹面 ;积分 - 
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GR) 可 加 性 ,| 也 = > | 让 其 中 DQ 1) 内 部 互 不 相 
DD. 
CR.,) 单调 性 ， 了 下 -> | > | * 


以 工 假定 积分 | /| a 在 在 ,av 为 实 常数 
CR 积分 收 伍 定理 ,车 在 万 上 有 可 积 的 哨 数 列 {/,1 一 敏 收 全 
于 圾 数 六 万 有 弄 . 则 了 在 忆 上 上 民 可 积 . 昌 | /= lim| 
CR Newron-Leibniz 公民 ;车 广 是 区 癌 [4,67 上 的 连续 函数 ， 
是 /的 原 丁 数 . 则 
| fdr = a = Fh) 一 天 ta) 


(R: 积分 互 换 ; 若 消 数 fry 在 短 形 DD 二 Tabpjx[ed1t 
连续 ,出 


中 了 CryJdady := | de) Aez vdy 


2 
er 和 
= | dy| Cesyy dr, (1) 


RR 积分 出 然 价值 其 大 ,但 仍 在 许多 方面 不 能 令 人 满意 . 首先 , 它 
几乎 专 汶 区 间或 区 域 上 的 连续 捕 数 而 设 ( 人 参看 本 章 $3. 11), 对 连续 性 
较 共 成 定义 咸 很 复杂 的 关 数 都 不 能 求 尺 积分 .更 不 必 说 定义 于 一般 
测 虚 和 宪 间 二 的 郑 数 了 .而 对 这 些 更 一 般 的 罗 数 :六 虑 积分 .在 许 才 领域 
(如 分 析 本 身 ,概率 论 太 物理 党 等 ) 有 愈 米 愈 大 的 重要 性 . 其次 ,RR 积 
分 的 性 质 ( 上 让 要 是 性 质 ( 服 ,一 (有 R71} 很 不 理想 .例如 ,尽管 在 0,1j 了 上 
Cr 我们 不 能 利用 和 性质 itR,) 得 出 

im Gde = lm and 


因为 当时 ,在 人 [0.1 上 人 一 2 六 并 不 -- 数 收 训 十 零 . 还 有 ,将 
及 积分 用 作 研 究 某 些 国 数 空间 的 理 诊 工 其 尤 不 侣 通 , 其 理由 将 在 下 
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章 指 明 . 因此 ,有 必要 引进 新 的 积分 . 我 们 预期 新 积分 将 满足 ;对 任何 
测度 空间 于 的 可 测 函 数 (加 上 很 一 般 的 限制 ) 都 可 求 积分 ;新 积分 能 
在 类 似 形式 下 保持 并 改进 性 质 (Ri) (了 Rs) , 疝 性 质 (R,) 一 (RD 则 从 
根本 上 得 到 加 强 , 这 就 能 基本 上 消除 RR 积分 的 主要 缺陷 . 此 外 ,对 于 
依 R 积分 绝对 可 积 的 函数 ,我 们 要 求 新 积分 与 R 积分 一 致 . 能 满足 
所 有 上 述 要 求 的 积分 ,首先 由 法 国 数学 家 Lebesgue 在 他 所 创立 的 测 
度 论 的 基础 上 建立 起 来 ,因而 称 之 为 Lebesgue 积分 ,或 简称 积 
.分 . 

以 下 在 一 般 测度 空间 ( 久 ,.67,p) 中 建立 积分 理论 . 这 样 做 不 仅 
不 会 增加 任何 因 灼 ,实际 上 还 使 理论 形式 更 为 简洁 . 不 过 ,读者 初学 
时 不 妨 将 区 想象 为 R"( 甚 至 R) 中 某 个 Lebesgue 可 测 集 ,以 获得 更 
直观 的 理解. 

积分 的 引进 遵循 由 特殊 到 一 般 的 原则 ,分 为 三 个 递 进 的 步骤 :从 
非 负 简单 函数 开始 ,进而 至 非 负 可 测 庙 数 ,最 后 到 一 般 可 测 函数 . 

3. 上 1 定义 00 若 一 Slax, E57-(X),ell 扩 1 之 nn) 是 
中 互 不 相交 的 可 测 集 ,0 志 we RR, 则 规定 


| ax 一 >, a its, (2) 


汀 由 一 0,pe = co 时 , 按 约 定 ( 参 看 和 2.3) 地 wae 一 0. 
(ii 车 AE M+ (及 ) ; 则 规定 
| an 一 sup | da. (3) 
* FE Ster 
注意 式 {2) 与 <3) 右 端 均 可 能 为 20. 
Gi) 著 fEMCX),| f+ dp 与 | 六 du 中 至 少 有 一 个 为 有 限 ， 
则 规定 ( 参 昭 $2.3(5)) 


|, fdp = [ fran— | 广 da， (4) 


日 称 [ fdx 为 广 在 六 上 关于 测度 A 的 积分 ， 若 | 六 六 有 限 (这 等 价 
于 式 (4) 右上 端 晤 项 凤 有 限 ) , 则 说 也 在 X 上 关于 测度 入 可 积 ， 
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车 吕 是 及" 中 的 Lebesgue 可 测 集 ,在 访 上 关于 Lebesgue 测 
朗 mm 的 积分 存在 , 则 称 | fdm 为 了 在 XX 上 的 Lebesgue 积分 ,或 简 
称 *L 积分 "; 而 关于 Lebesgue 测度 可 积 称 为 Lebesgue 可 积 , 或 简称 
“可 积 ” 如 某 些 学 者 所 主张 的 ,在 广义 的 意义 上 ,也 可 将 3,1.1 所 
定义 的 更 一 般 的 积分 称 为 Lebesgue 积分 ,或 "抽象 Lebesgue 积分 ” 
为 行文 方便 起 抑 , 本 书 有 时 也 将 3.1.1 所 定 文 的 积分 与 可 积 称 为 上 
积分 与 工 可 积 ,. 以 强调 与 只 积分 的 区 别 . 

对 于 3.1.1 这 个 较 长 的 定义 , 需 作 几 点 说 明 . 

3” 定义 式 (2) 与 表达 式 了 一 2》) aX 的 选择 无 关 . 事实 上 ,了 有 
标准 表示 上 一 2， 有 X15, 是 关中 豆 不 相交 的 可 测 集 ,PE [0,0o0) 互 
不 相同 ,1 所 了 所 和 (参看 82.3). 注意, 当 @ 二 PB 时 必定 eCo,, 生 oa, 
是 所 有 这 种 e; 之 并 .于 是 利用 测度 A 的 可 加 性 得 出 ， 


之 Ai 一 之 包 TE; 
=- 之 局; 3 He: 


Cm 
= 之 Baal VY i 
一 2 Pipos. 

2 容易 看 出 :车 ES-CX), 则 依 (2), C3) 两 式 计算 的 an 
一 致 ;着 EM* (XD), 则 以 (3), (4) 测 式 计算 的 [ fdp -- 致 .因此 
3.1. 1 所 定义 的 积分 是 唯一 确定 的 ， 

3” 若 积分 | fd 存在 而 了 不可 积 , 则 | ap = = 或 一 =; 者 
[7 gg 一 | 了 dp = mm, 则 | fan 无 定义 .注意 “积分 存在 "与 “可 


积 " 是 有 区 别 的 两 个 概念 ,在 积分 论 中 ,容许 使 用 取 值 士 o 的 积分 有 
其 方便 之 处 ,但 也 可 能 引起 - 些 麻 烦 ,必须 细心 处 理 . 


了 入 第 -这 Lebesgue 和 他 


4 ”在 测度 空间 这 -抽象 框架 内 ,似乎 淡 不 上 积分 的 直观 解释 . 
但 如 下 的 示意 图 还 是 为 积分 担 供 了 鼎 为 形象 的 表 杰 .在 图 31 中、 积 
分 被 表 为 蘑 各 “向 积 ”实际 上 ,对 这 -… 钥 释 可 以 赋予 某 种 严 权 的 意义 
《如 机 3. 5. 汪 ). 


f=Zouin 


八 | 3. 1] 


例 1 对 任 给 串 测 集 4 忆 天 ,使 式 C27 有 
| xdz = jl. (5) 
(5) 式 带 用 来 实现 测 庶 与 积分 的 斑 相 转化 . 
例 2 对 于 熟知 的 Diirichlet 困 数 XotQ 守 RR 是 有 理 数 集 ). 由 式 
(5) 有 


| Kod := nmQ = 0, 
R 


可 见 , 即 使 处 处 间断 的 消 数 亦 本 能 工 可 可. 


和 , 国 而 可 依 83.11 定义 A 上 上 的 积分 不 过 .4 上 上 的 积分 析 避 时 半 为 
XX 上 的 积分 , 因 有 

3.12 俞 题 设 /E MX) [A 存在 ,和 4 其 可 测 ， 则 | /fas 
亦 存在 . 屿 


3.1 Lebesgue 炽 分 的 引信 了 身 


| ax 一 | fde (6} 


证 明 是 直接 的 , 留 作 练习 . 通常 用 (6) 作 为 | fdx 的 定义 ,这 就 
也 能 包括 4 一 人 的 情况 
最 后 ,对 积分 记号 作 些 说 明 . 在 | fdx 中 . 广 X,dy 分 别 表示 被 


积 函 数 . 积 分 域 导 所 用 的 测度 ,三 着 各 有 其 用 . 不 过 ,只 要 能 从 上 下 文 
作出 判断 而 不 致 混 淮 .就 可 用 较 省 略 的 记 导 .如 


妇 - 方面 , 若 必 要 表 出 “积分 变量 ”z, 则 用 记 民 
| /rd 或 | fdutr). 


当归" 而 无 特殊 说 明 时 ,总 取 训 为 维 Lebesguc 测度 证 ,相应 
的 积分 记 为 


| | foam 或 | fordx, 
其 中 的 dr 就 表示 测度 mm. 当 尺 = [a, 们 时 | fdm 写作 ， 
| fam 成 [finar. 


椒 必 担心 后 一 记号 会 与 RR 积分 混 请 . 困 在 3.4 中 将 指明 .1 积分 实 
际 上 涌 盖 了 民 积分 . 

下 面 约定 以 X20 记 芒 上 活 十 测 进 可 积 的 薄 数 之 全 体 ,只 
要 不 致 混 靖 .就 将 它 简写 成 

XY 四 或 I 

若 基 过 R', 则 CE) 总 表示 (Xr7, tab)) 就 写作 了 ap 
了 [ap]Efasco) 等 的 意义 自明 ,注意 了 (sp) 与 了 Da.#] 
Ca) 并 无 区 别 ( 全 看 3.2.41. 
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3 3.2 Lebesgue 积分 的 初等 性 质 


为 便于 理解 与 把 握 , 我 们 将 积分 的 性 质 分 为 两 部 分 . 其 -是 概括 
在 3.2.1 中 的 基本 性 质 (LD) 一 0L) ,它们 村 成 整个 积分 论 的 基础 , 且 
可 与 有 积分 的 性 质 (R,) 一 (R:)( 见 上 节 ) 相 对 照 . 其 二 是 导出 性 质 
(如 本 节 的 3.2.2…3.2.8), 它 们 是 基本 人 竹 质 的 还 辑 推论 . 


以 下 设 ,gE M(X) 是 给 定 的 , 当 | ay 存在 时 就 记 作 | 了。 
3.2.1 定理 ”积分 有 如 下 基本 性 质 ， 


(LL,? 线性 性 : 若 ao,PER,f.EgE 了 1 或 a,BEL0,00), fg 
MT (XY, 则 


jarf+ By) = «| 7/ 中 引 < 
(Ls) az 可 加 性 工 ; 若 4, 和 (Ca 一 1.2.…) 是 互 不 相交 的 可 测 
集 ,X 一 UA4.， | 了 有 定义 , 则 


Lh 
CLs) 单调 性 ; 若 了 sk /与 | 存在 , 则 | < | < 


CL) 车 ACS Xnd 一 "由 | f= 0 . 

以 上 定理 的 证 明 直 接 基于 定义 3. 1.1. , 颇 为 繁琐 , 故 放 在 本 章 
最 后 - 节 . 

性 质 (L4),(L,) 不 过 是 RR 积分 性 质 (R1), (Rs) 的 简单 移 用 . 但 性 
质 (L:) 则 比 (Rs) 强 得 多 ,下 面 的 简单 重子 说 明了 人 它 有 和 多么 出 色 的 
应 用 . 


因由 tT} 有 | 7- D0, 战 当 六 .BC 革 吕 测 ,着 AAUB.A4NB 一 这 时 由 (Ls) 
有 | 一 | f+ | 可 见 性 原 (L*) 与 (Li) :起 区 旗子 有 限 可 加 性 . 


3. 2 Lebesgue 机 分 的 初等 性 质 &1 


例 1 设 4 是 N 上 的 计数 测度 (参看 32.2 例 2),f;: N 一 及 ， 
油 由 性 后 (I 有 


[ [了 dm = > [fldx = DlfCa)|, 


可 见 f 了 EDC) 名 > | Fi < co. 若 Etao 是 N 的 另 
一 排列 , 则 再 用 性 质 (L:) 得 


ro = | tan= SD) fdn= Bf). 


这 就 证 明了 :绝对 收 繁 级 数 各 项 可 以 任意 重 排 . 这 个 重要 的 分 析 和 定理 
是 读者 熟知 的 , 它 原来 的 证 明 远 没有 如 此 简捷 呈 . 
下 面 考虑 3. 2. 1 的 各 种 推论 . 首先 建立 一 个 很 有 用 的 不 等 式 ( 有 
时 称 之 为 Chebyshev 不 等 式 ). 
3.2.2 引 理 人 性 给 主 数 ,有 
PE OD) 


证 令 4 二 XUf| 宇 0).B8 二 A'. 由 性 质 (L;)、(L;) 有 


| = + 


> | |f| > and， 
4 


L] 


出 此 得 出 式 民 ). 

关于 可 积 性 有 以 下 结论 : 

3.2.3 命题 (i) 充 要 条 件 ,f 了 EL 后 |7 EL 

ii) 必要 条 件 ; 车 EI, 则 让 几 乎 处 外 有限, 且 集 这 Cf 关 0) 有 
5- 有 限 测 度 . 

《ay 充分 条 件 ; 若 存在 gE 使 |f| 近 zg; 划 /EL ;特别 ,车 了 
有 界 且 ApX < 0, 则 EL 


区 但 不 能 说 此 处 的 证 明 比 数 常 分析 鞠 材 中 的 证 明 里 做 走 . 项 知 此 处 用 到 前 积分 
“人 可 各 性 * 志 本 是 未 证 自明 的 结论 (参照 pb- 39 的 脚注 ). 
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证 (由 311 因 FE7 拓 广大 EL 车 了 ED , 则 由 1 
二 /二 六 C82.3(5)) 及 性 质 (1) 得 出 | 反之 , 著 |f| El， 
划 由 A 1 及 性 质 {L3) 敌 六 所 从 而 EL. 

(00 设 ET EN: 则 由 3.2.2 有 


MG = 7) 二 | 1 (2) 


AUD < < (3) 


《21 推出 辣 (|A = co) = 0 从 而 17 < coya se ;0(3) 推 出 (Cf 关 0) 
=| 宇 178) 有 5s- 有限 测度 ， 

《ii 是 人 的 ,请 法 者 自己 本 [i 

:3 家 明 , 对 于 二 积分 ,可 积 即 "绝对 可 积 ”, 因 此 “绝对 可 积 ” 

二 外 央 二 意义、 这 是 与 1 维 民 积分 所 不 同 的 .例如 f(r) 二 x !'sin 工 
在 10，…%xc) |] 上 (0)R 可 积 , 但 并 非 绝 对 可 积 . 粗略 地 说 ,R 可 和 于 能 
依赖 于 缸 积 函数 的 正 负 值 相 消 ; 而 对 于 上 积分 ,六 与 广 是 分 别 积分 
的 5 咒 上 节 {14)3 :因此 椒 能 依靠 互相 抵 
消 来 保证 可 和 .了 为 可 积 全 式 寺 
的 殖 对 值 受 到 一 定 “ 控 制 ”, 当 1|fi 志 gg 
时 ,可 以 说 "三 受 控 于 g” 某 子 家 可 积 
蝎 数 上 控制 , 则 无 论 生 刀 和 何 复杂 (如 有 
剧烈 振 水 或 问 断 ,参看 几 3-2), 也 必定 
可 积 . 这 就 使 得 判定 二 可 积 相 对 简单 
了 .而 当 pX < ce 时 ,对 于 大 上 的 有 
界 可 测 了 两 数 完 全 不 存在 判定 可 积 性 的 
向 题 , 拉 此 -一 -点 ,已 三 示 出 工 积 分 相对 赂 35-2 
于 RR 积分 的 优越 件 ， 

3.2.4 命 题 车/ 一 ga.e.. | f 存 在 . 则 | ex 亦 存在 , 且 


ee 
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证 仿生 导 ( 广 < 有) 有 二 下, 则 Ap 二 0. 于 是 由 性 质 民 4) 
有 | 太 一 lg = 人 0. 出 性 上 质 {ILs) 有 


[ef rr 
i | 
= 和 + j 和 本 js 


辣 理 | / = |g , 由 此 知 命题 结论 成 立 . 口 


3. 2.4 表明 ,被 积 钠 数 在 某 个 零 测 集 夺 的 值 ,对 于 可 积 性 及 积分 
值 都 无 影响 - 鉴于 此 .在 处 理工 积分 问题 时 ,可 依 壳 要 随意 收 变 被 积 
涌 数 在 某 个 零 测 集 上 的 值 .其 至 不 必 顾 及 函数 在 某 个 零 测 集 上 是 否 
有 定义 . 例如 ,我 们 可 以 谈 到 函数 7) 一 lsin .rc 中 在 [0.1] 上 的 
EL 积分 .尽管 它 在 无限 集 上 没有 定义 . 再 如 , 若 .gE , 则 至 多 在 
一 学 测 集 上 Fr) 二 jf.r) 二 十 吕 ( 风 上面 的 3.2.3), 在 这 些 点 姓 
一 无 定义 ,但 这 并 不 妨 得 运用 积 分 | 一 g). 基于 同一 理由 ， 
所 有 基于 工 积分 的 定理 .其 条 件 只 需要 “ 儿 乎 处 处 成 立 ”" 就 够 了. 例 
如 ,3.2.3 (ii 中 的 条 件 " | 过 8g" 就 可 改 成 1/ 之 ga. 6.” 今 
后 倍 到 类 似 情 况 时 都 作 此 处 理 . 读 者 应 形成 -个 系统 连 其 的 看 法 . 可 
以 说 .在 工程 分 论 中 穿 许 某 种 程度 的 "粗略 ",: 正 是 这 种 可 容许 的 “ 粗 
上 略 拍 ”, 使 1 积分 特别 方便 灵活 . 非 及 积分 所 能 比 其 

有 几 人 性 厦 (L:7 本 推出 -… 些 种 及 积分 的 不 等 式 - 

3.2.5 命题 中 车 a BapcR,aX oo, 则 

CA 疏 | :AN , 


.| . 
GD 车/ € 二. 则 1 | | < | i. 
Ci) 着 7 了.gEDL a. | 7 二 |, 则 ff 二 #4.0.; 特 


别 , 戎 | 1 二 0, 则 了 一 0,a.e. ， 
证 (iD 家 接 由 性 质 (1,) 得 出 
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Gi) 由 一 1f| 之 了 志 1f1 及 性 质 (L,),(Li) 有 
-上 HA 全 | 7 | 1 


此 好 | .7 大 | 
Cili) 可 设 三 六 oae | f 一 : 0, 往 让 了 一 OQ,d.e, 《否则 以 
一 了 代 让 ,由 3.2.2 有 
pAX (CF 1) <a| / = 0 on = 12，)， 


故 
2X > 0) =U XU 1/n)) 


EP HX(F 1/n) = 0; 
ANT E00 =X E00) A < 0) = 0, 
这 表明 f = 0,a,c.. 口 


为 举例 方便 起 见 ,我 们 提前 利用 将 在 $33.4 中 证 有 明 的 结论 ( 见 
3.4.1，3.4.2): 设 一 2 入 a 之 上 扣 oo0,4 了 在 (ua.45) 内 的 任何 有 限 区 


问 上 常 叉 及 可 积 ,R 积分 [ fir) |dzx 有 限 或 了 主 0, 则 
| ftpr = | Firdr. 


厂 端 表 ( 常 义 或 广义 ) 月 积 
例 2 没 f 在 [fayb i fw 之) 上 R 可 积 且 f(r 守 0ta4 之 工 之 


五 , 则 | frydr > 0. 


证 ”否则 | mm 一口 ,于 是 由 3.2.55iiiy 得 出 六 二 0,a.e. ,这 
显 多 与 假定 才 盾 . 

注意 ,从 表面 上 看 , 例 2 完全 是 - -个 只 积分 问题 . 如 著 丰 用 工 税 
分 ,虽然 也 能 解决 ( 污 者 不 芒 -- 试 1) ,但 却 繁 项 得 多 ， 


3.2.6 命题 着 fEM-(X), 则 uw 上 的 集 函 数 y : A 一 | / 


| 


3.2 Lebesgue 积分 的 毛 等 性 质 EE 


是 一 个 测度 . 

证 明 是 查 接 的 , 留 作 练习 ， 

3.2.6 的 意义 在 于 ,可 以 直接 将 32.2 中 关于 测度 的 结论 用 于 
积分 .例如 , 设 FEIM-TCX),A.B 忆 半 可 测 ,A CB, 则 由 测度 的 单 


调 性 (2. 2. 3) 得 出 | xs [7 类 伏地 ,还 有 
3.27 合 题 设 4CCXt 二 1,2,-…) 可 测 . 
G) 下 连续 性 :车 14,} 为 升 列 ,A4 二 U4,fEL' 或 fEM'(X)， 


刚 | f= | Ce 
Gi) 上 连续 性 : 荐 1 4) 为 降 列 ,4 = 站 44fEL, 则 | 一 


| f > oo， 


证 (i 当 了 守 0 堵 结 论 直 接 由 3. 2.6 与 2.3.3(iv) 得 出 .车 
ELIL', 则 


i 


-| = 


(ii) 的 证 明 是 类 似 的 ,由 读者 自己 完成 . 0 
例 3 设 了 Eaoo),a 之 吉村 co, 则 由 3.2.7 有 


a b, 
| dm = lim| fdm. 


这 与 广 六 及 积分 的 情形 类 似 . 
3. 2.8 命题 车子 人 7 则 风 s0,38>0 对 任何 可 测 集 


eCCX, 只 要 pe<< 避 就 有 || f| < 
以 上 命题 所 描述 的 性 质 称 为 积分 的 绝对 连续 性 ,可 简写 作 
lim | fax := 0. 
证 不 妨 设 下 汪 0 (否则 以 1f1 代 f). 车 结论 不 真 , 则 存在 
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E> 0 与 CC XOn 二 42) ,使 je 0(n 一 c), 而 | 了 六 6 不 


箭 设 pe 二 2 症 2 令 4 一 UFEeet 4 一 门 世 4， 则 由 
3. 2. 7Kii) 有 


是 > 本 7>< 
另 一 方面 ,由 2.2. 3tv) 有 


人 


limD) 2 = 0, 


Cd 


故 Pr4 二 0. 于 是 由 性 质 (L,) 有 | 一 0, 得 出 矛盾 . [ 

至 此 为 上 上 ,我们 已 经 给 出 工 积分 的 主要 初等 性 质 . 必须 强调 指 
出 ,这些 结果 具有 极 大 的 一 般 性 ,它们 对 于 空间 下 与 所 涉及 函数 的 
村 求 都 相当 宽 汪 .首先 ,并 没有 假定 天 人 R" 及 jxX 过 o0 ,自然 更 不 
存在 "区 是 否 有 界 ? 的 问题 . 对 于 被 积 函 数 , 亦 无 有 界 性 的 限制 ,更 谈 
不 上 对 连续 性 的 要 求 .不同 于 及 积分 ,L 积分 根本 就 没有 “ 常 义 "与 
“广义 ”积分 之 别 区 .LL 积分 论 的 高 度 统 -与 简洁 .足以 令 人 满意 . 

然而 ,要 将 民 积分 的 一 些 较 精 细 药 铺 果 .例如 变量 代 换 公式 推 
广 手 世 积分 ,就 必须 加 强 对 空间 下 及 测度 wx 的 限制 ,下 面 是 一 简单 
结果 . 


3. 2.9 命题 设 |. fdm 存在 ,a€ R", 则 
[fe tadz= | ,fr) dz 
| f(— zydz. (4) 
证 不 妨 只 证 第 一 个 等 号 , 且 可 设 了 实 0( 何 故 ?), 若 4C R" 可 


由 也 有 … 些 作者 (如 见 [7]) 将 考虑 有 界 可 调集 上 的 有 和 界 可 测 商 教 的 积分 作为 姬 立 
Lebesgue 积分 论 的 第 :- 步 ,但 这 种 作法 更 已 少见 . 
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测 , 则 由 Lebesgue 测度 的 平移 不 变性 C2.1.6) 知 式 (4) 对 了 二 让 成 
立 ; 因 而 亦 对 非 负 简单 函数 成 立 , 于 是 (约定 Pp 记 简单 国 数 ) 


| fer +t a)dr |. Px 十 adz. 
本 oa ln 


sup | FCr)dr 


PR 


| rc dx. 


3 3.3 积分 收 伍 定理 


设 捕 广 E 邮 (一 1 2 积分 论 的 中 心 问 题 是 ,寻求 尽 可 能 

方便 的 条 件 , 使 得 能 从 六 一 六 在 基 种 收效 意 祥 下 ?推出 
[f=lim|, 六 ， (1) 
即 
| lim f, =lim| f, 

以 上 等 式 意味 着 “积分 与 极限 互 换 ”. 这 一 问题 在 R 积分 论 中 解决 得 
很 不 理想 ,向 在 LL 积分 论 中 却 有 比较 满意 的 结果 ,丙种 积分 的 优 劣 
主要 由 此 见 出 分 晓 . 下 面 介绍 的 三 大 积分 收 敏 定理 ,通常 被 认为 是 工 
积分 论 的 中 心 缚 果 !( 因 而 亦 是 实 变 一 数论 的 基本 结果 ) ,被 广泛 应 用 
于 现代 分 析 数 学 的 各 个 领域 . 


3.3.1Levi 定 理 若 0 所 六 + 六 即 0 扫 广 人 xz) 和 f(r) 去 
Cr) 一 FrtzEn co 则 式 (41 成立. 


证 “由 积分 的 单调 性 知 | 六 随 ” 单调 增加 , 且 不 超过 | ,7 , 因 
此 
lim], /' | 了 
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余下 只 乱 证 与 此 相反 的 不 等 式 :为 此 ,又 只 升 证 一 个 形式 上 更 弱 的 不 
等 式 


[msi & 


其 中 BE (C0, ,8 EST(XY,F 二 作 参 看 $3.1(3)). 令 A, 二 和 (Bg 
二 1120 呈 3; 则 4 可 测 且 4 入 4s 忆 民 ; 由 4 六 易 推出 
天 一 4 于 是 由 3.2.7 有 


[ pe 一 im] py < lim | 1 


< lim| A. 
+ A 


例 1 所 $ fC7)—— Xo Cx) gs X=112,…): 则 
让 00 和 00n 一 oo0), 但 


| fdm 一 一 cc， | gdim = 1， 
a a 


二 者 都 不 能 从 积分 号 下 取 极 限 得 到 . 

以 上 例子 表明 ,3. 3. 1 中 的 条 件 * 六 六 0" 与 “六 对 w 单调 增 加 ” 
都 是 重要 的 . 

车 以 > 产 代 替 3. 3.1 中 的 ./, 则 得 到 Levi 定理 的 以 下 级 数 
形式 ， 

3.3.2 推 论 若 EMT (Xn 一 1,2,*), 则 

[D3 六 一 pA (3) 

形式 上 ,3.3.2 给 出 逐 项 积分 的 规 出 . 

值得 注意 的 是 ,应 用 3. 3.1 或 3. 3.2 时 ,无 需 答 证 了 ,ff 可 积 或 
yf 收 语 . 正 因为 如 此 ,Levi 定理 用 起 来 特别 方便 ,在 及 积分 论 中 
没有 任何 类 似 结果 可 与 之 比拟 . 试看 一 个 简单 例子 . 


例 2 求 I 一 个 


二 dr. 


vo er 一 
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解 ”首先 展开 被 积 聘 数 ; 


_ 
二 XE -Se- 
一 一 一 -Te 已 一 工 
e= 一 1 1 一 上 疡 


对 此 有 


一 人 Xe {tr 2 0). 


n=] 


因 上 式 右 端 每 项 在 40,co) 内 非 负 连 续 , 故 由 3. 3.2 可 逐 项 积分 : 


一 > [ ze"dz 


4 二 1 1 


r=} 


表面 上 看 ,以 上 演算 似乎 完全 在 微 积 分 学 的 框架 内 进行 . 但 求 和 
与 积分 互 措 的 理由 却 不 易 用 某 条 微 积分 学 定理 讲 清 楚 . 用 Levi 定理 
划 十 分 简明 . 读者 不 妨 自 己 从 微 积分 学 中 找 出 一 些 类 似 例 子 , 依 例 2 


的 方式 应 用 Levi 定理 . 
3. 3.3 Fatou 定理 若 六 EM ISO 一 2,…), 刚 


| ms 4) 
证 天 im /,= timinf 所, 耐 lim f 随 单调 增加 , 故 由 3.3.1 
! mi m 
ji 
因 式 (4) 右 端 可 表 为 liminf | ,六 , 故 只 需 证 
| inf finf {A 12 
而 这 叉 归 于 证 
| if | fi 
后 者 由 显然 的 不 等 式 inl fj CL 之 四 推出 . 


90 第 三 章 Lebesgue 积分 


用 倒 1 中 的 g, 可 指明 , 式 (4) 可 能 是 严格 不 等 式 . 

现在 考虑 属于 Lebesgue 的 最 重要 的 积分 收敛 定理 

3.3.4 控制 收 化 定理 设 f. 一 ff,a.e. 或 记 令 fln 一 02}, 车 存 
在 gE 全 |f| 委 50 一 1 2 ;1 则 FEL', 


im| 7 一 了 = 0， (5) 


自 式 (1) 成 立 . 

证 因 容 易 从 式 (5) 推 出 式 (1), 帮 只 需 证 (5). 

首先 庶 记 一 fa e. ;因此 | 了 | 所 ga.e., 于 是 ELH 
| 天 一 站 过 258，a.e. (一 1 2 对 28 一 | 让 一 fl 应 用 3.3.3: 


| 2g =| lim(2?g — |f, ~ f|) 
下 里 nx 
<lm | 2g— 1f,— 7) 
三 “ 


=| 2 -fm hl 
所 下 总 
由 此 得 出 
im | If.— feo, 
H 
这 与 式 (5} 相 当 . 
其 次 设 放 帮 下 著 式 (5) 不 成 立 , 则 有 之 0 与 4 之 < …, 使 
得 
| fk [| 


因 记忆 了 ;由 2.4.2( 测 ), {fs} 有 子 列 几乎 处 处 收 艇 于 为 记号 简 
便 起 见 ,不妨 就 设 一 ae- (E 一 00), 于 是 由 上 段 所 证 有 
| — fl 0 0) 
而 这 与 式 (6) 矛 盾 . 因此 式 (5) 成 立 , 定 理 证 毕 . 口 ] 
车 xX < cp, 则 在 3.3.4 中 取 g 三 天 得 到 ， 
3. 3.5 推论 (有 界 收 敦 定 理 ) 设 mnX < ce 六 一 ae. 或 
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户 二 大 若 ! 六 } 一 致 有 界 , 即 存在 常数 天 > 0, 使 | 六 | < K(xnx=1], 
2,…), 则 3.3.4 的 结论 成 立 . 
应 用 3,.3.5, 立 即 解决 33.1 中 将 到 的 问题 ( 见 本 书 第 75 页 ): 
im|a -roaz=| lim( — x)"dz = 0. 


而 在 R 积分 论 框架 内 多 此 问题 就 没 这 么 简单 . 
应 用 3. 3.4 的 关键 在 于 找 出 控制 函数 g. 试看 -- 个 实例 . 
例 3 求 /二 im| sees x 二 dz . 


解 ”形式 地 互 换 积分 与 极限 得 


i 一 全 execOs 天 lm 了 名 十 二 dr = 小 ， 
已 mn 


但 为 说 明 如 上 演算 合理 , 须 求 一 控制 申 数 . 首先 注意 ,函数 pg(1) 一 
1 "In zt 在 多 间 [1,co0) 上 的 最 大 值 为 p(e) 二 e (用 标准 的 微分 法 易 
证 此 ). 于 是 


ljnfa 十 ri | 
了 
nn 


e TCO. 


nn) 十 
| 天 十 工 天 


从 


et gr) Cr dn = 1,2,..). 


直接 看 出 | gCx) dz 收 贷 , 故 ELiT0,ca) ,于 是 & 是 合 于 3. 3.4 
要 求 的 控制 痪 数 , 因此 /7 = 二 0 合 于 所 求 . 

如 同 在 微 积分 学 中 的 一 样 ,确立 积分 与 极限 互 换 的 收 涩 定理 是 
研究 “和 参 变 积分 "的 有 力 工 具 . 考 看 - -种 较 简 单 的 情况 : 设 Y 计 RR 是 
一 区 同 , AAx1y2 是 定义 于 总 XY 上 的 实 孙 数 , 对 每 个 固定 的 y€Y， 
frry) 关 于 在 六 上 可 积 ; 于 是 

ply) =- fry) du(r) (7) 


是 定 交 于 工 上 的 有 限 实 函数 . 利用 3.3.4 可 建立 
3.3.6 定理 对 于 式 47) 表 示 的 戎 数 2 有 以 下 结论 : 


92 第 二 章 ”Tehesgne 积分 


C1) 若 存在 gE€E Li(KXK), 梧 得 | (zy)| 所 g(r) (VY rEX,yE 
了 ) , 则 


lim 9 (Cy) = | lim f(x, ydp(z), (8) 


2 


只要 右 端 积分 号 下 的 极限 对 几乎 所 有 的 xzEX 存 在. 

Qi 车 存在 gE€ZX), 使 得 | ftx;,y)| 所 gCr)(Y xEX,yE 
站, 且 对 几乎 所 有 的 EE 了 ,f(z yy) 对 yy 在 yoEY 连续 , 则 qxy) 在 
连续 . 

Ci) 若 偏 导数 f,tx,y) 存 在 , 且 存 在 gEL(X}), 使 得 | 了 (zx,y)| 
< gL rzEX,yEY), NN 


PCYy) 一 | f(z ydgtr)., 《9》 
证 4) 式 (8} 相 当 于 对 任何 收 人 证 于 yo 的 序列 {y,} 和 了 有 
lim| fz yn detr) 一 | lim Flr ya dyer), 


因 | fry)| 扩 CX)CY XEXN,n 二 1,2,…) ,上 故 上 式 可 从 3,3.4 得 
出 . 

(ii 是 5 的 直接 推论 . 

(ii) 取 定 yEY, 令 


Flr,z) 一 rx) 一 FL) 


之 家 


由 或 649 相当 于 
1im | Frrzydrtir) = | lim Flix,z)datr), 10) 
人 站 = 


下 一 


由 微分 中 和 值 定理 , 当 2EY,z2 尖 了 时 有 zEY, 使 
[FOra)| = [fr 2)| SE gx) (¥ XE XY). 
于 是 由 已 证 的 结 沦 (让 ) 推 出 式 (10) 成 立 . 加 
例 4 设 f€ELI(R), 讨 论 明 数 
gt) 一 | foneostry) dz (y € R) (11) 


的 连续 性 与 可 微 性 ， 
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解 ” 以 (lz,y) 记 式 (11) 右 端的 被 积 函 数 , 刚 ir,y) 对 y 连 
续 , 且 
[FCry | SE Fr | FC |x)l. 
因此 由 3. 3.6 推出 ,gky) 处 处 连续; 当 x (xz} 在 R 上 L 可 积 时 ,gp (y) 
处 处 可 微 , 且 


pty) 一 一 上 zf (rx)eos(ry) dz. 


§3.4 与 Riemann 积分 的 联系 


本 节 以 | f(z)dz 记 ( 常 义 或 广义 )R 积分. 

3.4.1 定理 设 一 ce < 之 4 之 户 之 ,了 是 区 间 J 一 [a,5] 上 的 
有 界 实 了 梢 数 . 则 了 上 在 了 上 尺 可 积 当 且 仅 当 了 在 上 几乎 处 处 连续 ， 
当 上 了 上 在 了 7 上 民 可 积 时 亦 必 世 可 积 , 且 两 种 积分 值 相 等 . 

证 和 企 取 . 了 的 一 列 分 割 7 一 Ua 2%) lis 112, 
J 的 无 公共 内 点 的 于 区 间 ,max md Da 一 co 分别 以 
au 与 入, 记 了 在 -7 上 的 下 确 界 与 上 


确 界 , 令 y y=W(7) y=Aw) 
.一 Da ' ,= Dj Bx FS 
We 
1 
1 


i 1 
(参看 隔 3-3). 其 次 ,定义 | 
Fz} 一 lim 0), yO) = limf ee). | 

此 


| | 
这 意味 着 ,对 每 个 xEJ,Y E>0， 2? J b 
I 0;tEJHI:-z| 过 时 
Dr 一 5; 存在 1 一 x,， 使 图 3.3 


G6 一 pLr). ylr) 有 类 似 的 意义 . 
显然 Pp 和 了 守 VW 了 在 了 和 连续 人 汐 了 一 外) 
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1” 证 yp, 一 Ja.e. ,为 此 只 需 证 ;车 x,EJ 不 是 任何 区 间 ,的 

映 点， 风 有 2 《Zn > PUT) 了 ns 取 记 使 me 大: 因 在 7 上 
XT) 和 虽 CCzoy， 页 

Him pro) & lim f(r) = Hzo). (1) 


其 次 , 取 ,EE 1 使 了 T) 达 Cro) 十 n 必定 x Xa: 于 是 
Te 到 lim f(x, ) 雪 = lim Pr) C2) 


闭合 (1) , (2) 两 式 妈 得 gu) > pa) tn > co). 
同 理 有 多 一 Va.e. .于 是 yy 在 J 上 可 测 . 
2° 显然 ps 与 全 一 至 有 界 , 帮 由 3.3.5 有 


中 A 
| yg dm 一 lim| Fdm = lim >, a 


| ¥ dm = lim| wdm = lim 3) Bm 
分 别 以 5 与 S 记 以 上 两 式 之 石 端 . 由 关于 R 积分 的 熟知 结论 ,在 J 
上 RR 可 积 己 : 一 S | pdm = | gdm. 于 是 由 3. 2. 5diii) 知 ,了 在 


7 上 民 可 积 伟 二 gat 车 在 /上 几乎 处 处 连续 .车 f 在 /上 
R 可 积 , 则 一 多,a.e.， 于 基 / 在 J 上 可 测 , 且 


| fam = { pam= | forydz. : 口 


3. 4. 1 彻底 解决 了 RR 积分 的 可 积 性 问题 ,是 Lebesgue 理论 中 最 
精采 的 结果 之 一 . 它 所 给 出 的 可 积 性 判别 法 如 此 简单 而 艾 深 肇 ， 
使 得 在 此 以 前 的 所 有 其 他 判别 法 都 相形 见 细 , 直 观 地 看 ,R 可 积 状 数 
应 局 部 地 接近 于 常数 ,内 而 应 有 较 好 的 连续 性 .但 像 3.1.1 这 样 精确 
表述 的 结论 , 却 不 能 在 R 积分 的 框架 内 得 出 ,而 要 求助 于 Lebesgue 
的 测度 与 积分 论 . 3. 4.1 是 总 示 工 积分 强大 力量 的 -… 个 典型 结果 . 正 
是 这 一 类 结果 的 涌现 ,使 1 积分 确立 了 无 可 争辩 的 优势 . 

例 1 所 谓 Riemann 函数 f(r) 定义 为 :车工 二 mi/nymosn 是 本 
质 的 自然 数 , 则 令 fx) 二 lin; 著 x 是 亢 理 数 , 则 令 fx) 二 0， 
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80) 一 0. 讨论 了 在 [0,1] 上 的 可 积 性 . 

解 显然 0 玉芝 10 之 XT 六 了 ,和 任 纵 wEN, 位 有 限 个 
XEL0,1], 使 f(x) 空 17a. 由 此 不 难 推 出 ,了 在 每 个 无 理 点 工 E 
《0,1) 连 续 ,， 因而 几乎 处 处 连续 .由 3.4.1, 了 在 L0,1] 上 民 可 积 , 且 


| f(r)dzx = | fdm = 0. 


注意 , 例 1 中 的 让 在 每 个 有 理 点 zE (0;1j 所 米 . 由 此 可 见 ,R 可 
积 隙 数 的 间断 点 仍然 可 能 “足够 多 ”, 以 至 在 定义 域内 处 处 秽 密 . 

例 2 次 了 在 区 间 [a:5j 上 ( 常 义 )R 可 积 ,g ECCR), 则 
grCzry) 在 [a;5] 上 R 可 积 . 

证 设 a 扎 f(z) 不 ptw 工 之 总 . 因 连 续 表 数 疡 在 区 间 
[a;B8j 上 有 界 , 故 gtf(z)) 在 [a,5] 上 有 界 , 出 六 在 fa.5#] 上 几乎 处 
处 连续 推出 5CFrz)) 在 [ap 上 交 乎 处 处 连续 ,因此 ECFCz) 在 
[a;58] 上 R 可 积 . 

用 R 积分 论 本 身 的 方法 如 何 达 到 上 面 的 结论 ,读者 不 妨 一 试 ， 
以 作对 比 . 

下 面 转 而 考虑 广义 尺 积分 与 上 积分 的 关系 .为 叙述 简便 , 仅 考 
虑 只 有 一 个 奇 点 的 广义 积分 ,更 …- 般 的 情况 是 类 似 的 . 

3.4.2 定理 设 一 癌 近 @ 二 请 扫 co 对 任 给 BE Ca5), 了 在 
[ae.,8] 上 上 几乎 处 处 连续 且 有 界 , 则 


6 由 
| If Cx)| dr= | If ldm. (3) 


因此 FE Ze 人 名 广义 积分 上 Ftz)dz 编 对 收 合 . 当 | f(adz 纺 
对 收 第 时 有 
| fyar 一 | fdm. Cd) 


证 任 取 br EE tas5) ,使 pb, 五. 令 二 Fr 则 在 La al) 上 
拓 一 了 | 天 [Fa 一 co). 于 是 由 Levi 定理 及 3.4.1 有 


| lam = lim| Zam 


36 第 二 章 Lebesgue 积 合 


= lim [| Flam 


1 


名 

im| [ftxz)|dr 
由 

= | coldz， 


式 (3) 得 证 .车 | fcz)ldz <o, 则 /EDsb). 因 |f,| < |fle 
二 , 故 由 控制 收 伍 定 理 及 3.4. 1 有 
[fam 一 lim| Adm 


= lim|” Frdr 


| empaz， 


式 (4) 得 证 . 
由 3, 4.2, 车 了 在 区 间 (tui5) 内 几乎 处 处 连续 ,而 广义 积分 


| ftw)6z 仅 有 限 个 奇 点 , 则 判定 ELiCa,5) 归 于 判定 


[fe lar < > 

而 一 旦 确立 以 上 条 件 满足 , 则 在 (a,5) 上 的 工 积分 就 是 平常 的 广 
义 积分 | fydz. 

例 3 设计 0, 讨论 函数 (zxz)== xXx“sin x 在 区 间 (0,%5) 上 的 
可 积 性 . 

解 1 直接 看 出 ,积分 | f(x)dx 在 a < 2 时 维 对 收 敏 ,在 
4 洋 2 时 发 散 . 

2 关 17(z)| 所 x 上 履 积分 | f(z)dz 在 a> 1 时 绝对 收 伍 ， 
若 0 二 a 款 1: 则 用 分 部 积分 得 ; 
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i 了 日 
[ frydz = | | Sos zdz (8 > 1), 
1 区 1 区 


6 


可 见 积 分 | zydzr 收 售 ; 而 由 


sinx 1 COS2X 
所 


17tz)| 之 站 2 27x" 


看 出 |f Gldz = = 

综合 起 来 得 出 结论 : 当 1 之 a 之 2 时 fED0,c0); 当 0 之 2 寂 
1 时 ,zzr) 在 (0,cc? 上 广 交 及 可 积 而 非 直 可 积 ; 当 ae 瘀 2 时 ,jz) 在 
0,00) 非 广 广 民 可 积 . 

对 于 包 维 积分 , 亦 西 建 空 类 似 于 3.4,1 与 3.4.2 的 结果 .但 应 
注意 , 当 n 实 2 时 ,x 重 广义 积分 收敛 亦 即 绝对 收 合 . 因此 ,在 R"(n 
宇 2) 中 ,L 积分 完全 涌 盖 了 R 积分 . 


$ 3.5 Fubini 定理 


在 有 3.1 中 已 经 指出 ,车 f(z, 和”) 是 矩形 了 二 [a8]X[cwd] 上 的 
连续 实 晤 数 , 则 有 公式 
中 fry)drdy =| dz| Fr 


Ee 


由 
= | dy| f xy dr. (1) 


公式 (1) 用 于 积分 互 换 天 有 价值 ,但 它 要 求 DD 是 有 限 和 矩形 及 f 连续 
都 过 于 苛刻 .在 及 积分 的 框架 内 ,对 以 上 结果 虽 可 必 … 定 改进 ,但 总 
不 免 要 用 到 某 些 准 以 验证 的 条 件 . 而 在 工 积分 的 框架 内 ,本 节 所 上 竖 
介绍 的 Fubini 定理 从 根本 上 解决 了 上 述 问 题 . 

为 特 公式 (0) 推广 于 更 一 般 的 情况 ,自然 应 以 -个 抽象 的 " 短 形 ” 
ZZ 一 六 XY 替代 (C1) 中 的 品 , 此 处 (X,Y ,与 (< 老 , 四 是 两 个 测度 
空间 . 问题 是 Z 上 能 否定 义 菜 个 测度 4, 使 得 4 与 wy 的 关系 就 如 同 
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面积 与 长 度 的 关系 一 样 ?下 面 的 定理 回答 了 这 一 问题 . 为 叙述 方便 起 
见 , 称 形 如 4XB(aE-o ,BE : 禾 ) 的 集 为 可 测 矩 形 , 其 全 体 记 作 
渡 . 

3. 5.1 定理 设 (Xe ,1) 与 (Y, 浙 ,v) 是 两 个 o- 有 限 测度 空 
闻 ,Z 一 基 XY 了 ,党 是 由 溉 生 成 的 ao 代数 , 则 存在 崔 一 定义 于 雪上 
的 o- 有 限 测度 4+, 使 得 以 下 条 件 满足 : 

[iD MX 有 = pA* vB(AxX BBE), 

Cii) 对 性 给 EEE, 有 


AE = | v(E, du(xr) = | ACEWd vy), (2) 
其 中 玖 ,Er(zE 人 3yEGEY) 是 五 的 截 口 ,它们 定义 为 : 
Es= {y: (ry EE = {rr: (zy) € E). (3) 


称 如 上 的 4 为 与 v 的 积 测 度 , 记 作 1 一 A“X 卢 而 称 (Z ,党 ,1 为 
(时 ,er sa) 与 〈Y ,有 党 ,的 积 测度 空间 . 

3. 5. 1 的 证 明 鼎 为 繁 需 , 称 入 下 节 . 我 们 更 关 必 的 是 以 下 结果 . 

3. 5. 2 Fobini 定理 设 ( 玉 ,2 ,7 和 ,由 与 (2 ,区 ,A 和) 如 
3.5.1, FEM(Z)Y. 

ty) 荐 f 宇 0, 则 


| fda =| dxtr) | Cr do 


=|. dy(y) | flxsy) due(zr)， C4) 
其 中 的 逐次 积分 (例如 第 -- 个 ) 理 解 为 
| fir ydvty) dz). 


ti》 车 了 EZ, 和 ), 则 式 (4) 成 立 , 且 其 中 两 个 逐次 积分 的 内 层 
积分 分 别 对 之 与» 也 平 处 处 存在 及 有 限 . 

证 ”并 阅 积分 定义 (3.1.1) 一 样 ,下 面 采 用 蕊 个 由 特殊 到 一 上 般 的 
递 进步 又 来 证 明定 理 . 为 书写 简便 起 见 , 下 面 分 别 将 dpkz) 与 dv(y) 
写作 dz 与 dy, 显然 只 需 证 式 (4) 中 的 第 一 个 等 号 成 立 , 即 证 
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| fdA= | dz| fr dy. (5) 
1” 设 f 一 Xs:EE 安 , 刚 由 式 (2) 有 
| aa 一 让 = | vyCE dx 


= | dz | CE 


由 此 进而 推出 , 当 ES 2 时 式 (53? 也 成 立 . 
2 设 fEMT(Z). 取 Z 上 的 非 信 简单 函数 列 {p., 使 p+ 
《acc)， 则 由 Levi 定理 及 已 证 的 1 有 


| Au 一 im| pda 
于 Pa 
一 im| dz | Px ydy 
nm bE YY 


一 | [tim pcr dy dz 


一 | dz|. fry)dy. 


以 上 演算 自动 显示 出 | ,f(x,y)dy 是 z 的 可 测 函数 . 
3 设 fEL'Z, 力 , 则 由 已 证 的 2 有 
| 
加 | dy — ja [Wa dy 
一 | 六 dy 一 | a dyjdz 
加 | dz|， /zy 


下 ~ (rT) 一 | ft tir dy 
在 世上 对 疡 可 积 , 克 gq+(x) 在 六 上 几乎 姓 外 有限 C3,2.3); 从 而 积 
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分 
| f(z ydy 


对 了 几 平 处 处 存在 且 有 限 . 

车 以 zr 记 上 去 维 Lebesgue 测度 ; 则 zsXmz 并 不 等 于 msc 但 可 
证 明 ,m Xm 的 完备 化 (参看 2. 2. 4) 正 好 与 mar/ 一致 . 因此 ,可 将 
3. 5.2 用 到 公式 (1) 得 出 : 

3.5.3 推论 设 必 二 (ub) Xtc,d) 是 有 限 或 无 限 和 矩 形 , 人 x,y) 
是 史上 的 可 测 沙 数 .车 广 实 90 或 fECDD), 则 式 (1) 成 立 , 其 中 左 端 
看 作对 2 维 Lebesgue 测度 的 积分 . 

应 用 Fubini 定理 是 非常 方便 的 . 首先 ,在 具体 问题 中 地 的 可 测 
性 通常 不 成 问题 . 其 次 ,车子 兰 0; 则 应 和 公式 (4) (或 (1)) 时 根本 
元 需 验 证 任何 条 性 , 便 如 .完全 不 必 考 虑 可 积 性 . 车 不 是 非 负 前 数 ， 
则 可 预先 利用 


| 
2 


=| ew») tf, lane) 
判定 站 可 积 ,然后 再 用 公式 (4). 试看 一 些 实例 . 
例 1 求 1= [te — eain x dr,0 < a<h. 
解 ” 形 式 地 演算 得 出 ， 
a eA 
= 上 sin zdz| ed 


bh Cy 

1 ry 

= | dy| eT sin zdz 
站 


站 
一 | dy = 一 Arctan 上 内 一 arctan «. 
ae 十 条 


为 说 明 积 分 换 序 的 合理 性 , 需 验 证 f(x,y) 一 e ”sin 在 矩形 也 一 
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0.00)X tas8) 上 可 积 , 而 这 由 
| ay] [em gin x|dz 


<[a »|e dz 
= | .=- ln Do 
得 出 . 

如 同 8$3.3 中 例 2 一样, 表面 上 看 ,上 例 纯粹 是 一 个 初等 微 积分 
学 问题 . 但 车 不 用 Fubini 定理 , 则 不 易 说 清 积分 换 序 的 理由 . 


例 2 设 ftz,y) 在 [0,1]X[0,1] 上 可 积 , 则 
Las tes = es f roa 
证 化 为 [0,1]x[0,1] 上 的 积分 ,然后 用 Fubini 定理 ， 
左 端 二 | dz| Xp CIF Cr ydy 


上 
一 | dy| Xi (yf (rx, ydr 


一 上 dy| Fzsy) dx = 右 端 ， 


如 例 2 所 显示 的 ,Fubini 定理 为 证 
明 积 分 公式 提供 了 ~…- 种 简便 而 巧妙 的 
方法 , 读者 不 妨 自 己 找 一 些 应 用 的 例 
子 . 


y=») 


Fubini 定理 可 用 来 得 出 L 积分 的 of ry RR" 
几何 解释 ,这 一 解释 与 RR 积分 的 几何 意 
文 恰 相 对 应 . 设 基 CR" 可 测 ,f: 六 一 末 3-4 
10,00), 
E= {ry ER 及 rE XO0LyEIrY) 
是 /的 下 方 图形 (图 3-4, 参 看 $1.5(1)). 着 下 可 测 , 则 有 序列 198} 
全 51 CIR): pt fk oo). gp 的 下 方 图 形 Ei 构成 一 升 列 且 
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正二 Et， 易 见 芷 及 :中 可 测 , 因 页 故 亦 在 下 中 可 测 . 反之 ,车 
巨 在 BR" Ti 中 可 济 , 则 出 Fubini 定理 ,五 的 ?> 十 1 纵 ELehbesgue 测度 六 五 
可 计算 如 下 : 


mE 一 | dz | Xelrr dy 
Rn Rk 


jiry 
[ dz | dy = | fr)dx, 
入 ou 下 


(zw) 必 定 在 革 上 可 测 . 这 就 得 到 ， 
3.5.4 命题 设 式 所 R 可 测 ,f: 四 一 [0,50), 则 下 可 测 的 充 
要 条 件 是 f 的 下 方 图 形 玉 在 R"*! 中 可 测 ; 当 /可 测 时 有 


mE = | f(rydxz. 
是 


最 后 ,我 们 用 Fubini 定理 导出 关于 二 重 级 数 的 相应 结果 . 设 关 是 
N 虐 的 计数 测度 , 刚 易 见 疡 色相 3.5.1) 情 为 NN 上 的 计数 测 
度 ,. 设 :NXNrR Fm)=adai 则 ETNYN A 


aml 之 >( 参 看 $3.2 例 1). 寺 是 直接 由 3.5.2 得 出 : 


和 村 


3, 与. 5 命题 车 > | en | < 2 或 emr 2 DOr ,ni 一 1 2 ;出 


有 | | > ™ 
> | 人 mm > | > i mr 一 > ， ne 
mr tn n n mm 


"8 3.6 某 些 基本 结论 的 证 明 


更 在 补 上 定理 3.2.1 与 3.5.1 的 证 明 . 虽然 跳 过 丁 节 对 于 后 疗 
的 学 习 并 无 直接 影响 ,但 本 节 所 用 的 方法 闫 具 参 考 价值 , 悄 能 幼 加 栖 
会 , 必 将 从 中 受益 . 

3.2.1 之 证 沿用 8 3.2 中 的 记号 ; 设 玉 二 中 AisAsln 二 1,2. 
…) 是 互 不 相交 的 可 测 集 . 与 积分 定义 43. 1. 1) 的 形式 相对 应 ,以 下 证 
明 也 分 为 三 个 递 进 的 步 妊 . 
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1 设 f,g ES+ CX),a,8 是 非 负 实 数 .不妨 设 /二 DyaX， 
区 一 BX ,ap 0ve(l 扩 ? nn) 是 XX 中 互 不 相交 的 可 济 集 . 
依 83.1(2), 有 
| cr+reop = | P(e0, + BPY, 


一 Zn + BB pe 

= « Zape + 8 2) Bp 

| fre) 

[f= Ba Do Be nN a, 
一 之 之 aute: 门 A,) 


| 


着 了 去 5: 则 可 说 a BCl 上 < n)， 于 是 
| 一 > de; EE > 及 ne; 一 | < 
车 4 入 匡 ,iA 二 0, 则 
| > 本 | /Xa 一 | > Skanes 
= Pax(ANe) = 0. 


在 转向 下 一 步 之 前 , 补 人 一 个 中 间 结 果 : 
引 理 车 8.ES' CRYIN 一 ] ,2 三 出 


ij 上 


引 理 的 证 明 如 同 Levi 定理 (3. 3, 1) 一样 ,实际 上 . 引 理 正 是 Levi 
定理 的 特殊 情况 .但 此 人 处 不 能 直接 用 Levi 定理 , 因 它 的 证 胡 用 到 
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3. 2,11 
2 设 fig€EM*(X),a,PB 是 非 负 实数 , 取 pw, 扣 ES'(X)(n 一 
1,2，") ,使 pp 不 关上 且 不 gt2.3.6), 则 由 上 述 引 理 及 已 证 的 1* 有 


| caf + Bu) = lim| cp + By,) 
= ime, + |, 
=a| /+8| a: 
jz 
-Bin|,e.= D0 
车 f 之 g' 则 p< gv. 所 | ,于 是 
jf = tin),e. < | 
若 ACK,nd 一 0, 则 
| 7 一 | mx 一 lim| px。 


-一 im| 他。 一口 . 
7 可 


3 设 f5ELCX). 令 一 /十 #; 则 
让 二 gtk 二 广 十 g- 十 有. 
由 已 证 的 2 有 


| a | x | -一 | 7 十 | 2- 十 ar. 


关上 式 中 各 积分 均 有 限 , 政 可 移 项 得 


heb ee fe 


下 车 rettma 直 一 2 菲 釉 遇 对 音 簿 增 , 则 ji >，xzu 一 lim zu 这. - 铺 论 克 
六 
疑 歼 涵 于 Levi 定 理 , 介 它 亦 容 易 用 数学 分 析 的 方法 直 搂 证 明 . 
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[vray=|r= [r+)x CD 
车 a > 0, 则 (af)+ 二 af+, 于 是 
| .af = | 
-fr 
A 
其 次 ,由 产 二 {一方 + 有 
| n= | 站 + 一 | =- AD- 


= | 广 -1 六 = 一 | (3) 
结合 人 1) 一 上 3 得 出 积分 的 线性 性 . 


其 次 ,只 要 | 了 存在 ,就 有 
| 
=- Dh) Dr 
当 | /与 | g 存 在 ,f 过 g 时 ,从 广 世 81 与 广泛 g 推出 
| 


| kr 一 | 8 一 | 
J J 五 
车 记忆 区 pp4 二 0, 则 


jj 
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至 此 ,3.2.1 证 完 . 国 

3.5.1 之 证 沿用 8 3.5 中 的 记号 . 

tf 证 每 个 碧 E 的 截 口 窒 可 测 . 令 

如 = 人 全 CZ : 瓦 的 裁 口 缘 可 测 }， 
只 需 证 次 志气. 若 4X 吾 是 可 测 和 矩形 , 则 其 截 口 为 4,B 或 他 ,内 而 
苇 XBEB, 故 有 性 如 着 E,E,ES(n = 12,) ,rERNR,yEY, 
则 1 
(CUE), 一 UE DN), € GB (EDN, = (EY € RB, 

同 理 ( ECEYE eV 散 U 岂 EEB. 可见 咯 为 o- 代 数 , 亲 此 
CC 

2 引入 以 下 概念 : 设 5 己 2, 当 (14) 己 5 为 单调 列 时 恒 有 
lim 4,& 7, 则 称 2 为 单调 类 . 显然 oo- 代数 是 单调 类 ;车 一 集 代 数 
同时 是 单调 类 , 则 它 必 为 六 代数 . 

委任 给 去 后 吹 , 今 证 

| Edz 一 [etrydy, C4) 

其 中 dz 与 dy 分 别 为 draftz) 与 dx 的 简写 . 

首先 设 Ap 二 oo 之 oo0, 所 记 使 (4}) 成 立 的 集 玉 入 7 之 
全 体 , 只 要 证 航 记 到 .以 区 记 睹 生成 的 代数 ,以 肥 记 包 含 红 
的 所 有 单调 类 之 交 ( 即 2 生成 的 单调 类 ). 车 AXBE 沉 ,出 易 见 

| AX Bdx = nA vB = | 4 x Bydy, 
页 AXBE 了 .可 见 训 C7. 易 见 每 个 EY 可 表 为 有 限 个 互 不 
相交 的 可 测 抵 形 之 并 .而 .多 对 有 限 不 交 并 运算 封闭 ,故人 和 57. 
车 {EB,) 福 , 洲 为 升 询 , 则 由 Levi 定理 有 
| eu EY),dx = [ lim ytE,) ,dx 


一 lim| Edzx 
m 
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一 lim| AE. dy 
a YY 


- A(U Eydy, 


故 UE.E :区 . 类 似 地 ， 当 人 二) 所 . 洲 为 降 列 时 有 门 B.E 多. 可见 
是 单调 类 ,因此 .3 己 ,多 . 于 是 只 要 证 克 忆 .了 ,为 此 叉 具 要 证 
是 一 个 代数 ( 国 而 必 为 -代数 ). 任 给 EE 了 , 邻 


性 二 者 


-FET +: EFFEENFEYS)}. 


显然 E,O EN!EE > FE 大 :到 为 单调 类 .车 EEE 57, 则 必 
9 记 汉 ,从 而 了 CC 党 这 又 推出 : 任 给 正 E2 ,有 SC 六 ,从 而 
不 .这 表明 是 -一 个 代数 . 

若 pX 一 ce 或 好 一 co, 则 可 取 互 不 相交 的 A,XB,E 沈 (n 一 


2,…) ,使 
Z= UA, Xx Bn < cowvB, < oe. 


任 给 EE , 令 到 ,二 玉 门 (4A, XB,) ,利用 上 段 所 证 有 


| rE,)dx = jz vE, dz 
= Svar 

x 
= > | pl, dy 


一 Wa day, 


4 人 和 任 绽 FE. 仿 
AEF =- | Edz. 


由 和 已 满 呈 3.5.1 之 条 件 导 1). 其 欢 , 易 验 知 4 是 一 个 o- 有 限 测 度 . 且 
满 二 3.5.1 之 条 件 (i). 十 是 3. 5, 1 得 证 ， J 
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1， Lebesgue 发 表 于 1902 年 的 经 典 性 论文 《积分 .长 度 与 面 
积 》, 慎 公认 为 是 现代 积分 论 的 莫 基 柱 工作 . 其 后 十 年 ,一 批 数学 家 广 
泛 发 展 了 Lebesgue 的 工作 ,本 章 的 许多 结果 就 是 这 -- 时 期 得 到 的 . 
特别 ,Lebesgue 本 人 证 明了 最 重要 前 控制 收敛 定理 (3. 3. 4) ,并 由 它 
导出 了 单调 疏 仇 定 理 !( 即 3. 3. 1,Lebesgue 考虑 了 了 上 可 和 的 情况 :7 
不 可 积 的 情况 由 Levi 于 1905 年 得 出 ). 建立 与 有 积分 联系 的 精采 
结果 !3. 4.1) 也 属于 Lebesgue. 稍 后 ,Lebesgue 与 Radon 等 人 相继 
指 广 了 测度 概念 .Frechet 在 1915 年 前 后 的 工作 开创 了 - :和 慑 测度 空 
河中 的 积分 论 . 现代 积分 论 的 基本 框 捍 至 50 年 代 已 太 和 体形 成 . 

2.” 导 人 积分 有 两 条 基本 的 路 线 , 其 一 是 从 一 给 定 的 测 庶 出 发 ， 
直接 定义 关于 该 测度 的 积分 ,如 本 章 所 作 的 .至 于 所 用 测度 的 构成 ， 
则 是 在 定义 积分 之 前 应 预先 完成 的 . 因此 ,这 种 导入 法 要 求 一 个 较 高 
的 起 点 . 另 一 路 线 是 利用 已 知 的 积分 {如 RR 积分 ), 首 先 在 一 较 小 的 
郴 教 类 (如 连续 函数 类 )] 上 定义 出 一 个 * 正 线性 证 函 ”, 然 后 将 它 扩张 
到 更 大 的 消 数 类 上 去 ,从 而 获得 所 要 求 的 测度 与 积分 , 英国 数学 家 
Danieli(1889 1946) 发 表 丁 1918 年 的 工作 首创 了 这 一 方法 . 这 一 导 
人 法 所 要 求 的 起 点 较 低 , 且 能 同时 获得 测度 的 构成 , 确 有 优越 之 处 ， 
因而 被 一 部 分 实 变 函数 束 材 所 采用 (参看 [8]). 将 积分 视 为 -一定 线性 
泛 蝴 的 扩张 的 观点 ,在 更 代数 学 中 已 被 普遍 接受 , 且 确 有 局 发 性, 但 
从 入 门 教材 所 要 求 的 简捷 性 这 一 标准 来 衡量 ,本 书 了 所 选择 的 导入 法 
看 来 是 更 适当 的 . 

3， 在 大 于 测度 导入 积分 的 各 种 著作 中 ,导入 的 具体 方法 仍 有 有 
较 太 的 差 民 ,共同 遵循 的 原则 是 ,确定 一 个 由 特殊 到 . : 般 的 递 进 阶 
梯 , 但 其 体 的 选择 则 可 能 各 有 不 同 , 本 书 的 选择 是 5' (XY) 一 
MT XY 了 CX) "这 -三 步 ”机 式 , 这 似乎 是 一 条 最 简捷 的 路 线 ,已 
被 近年 出 版 的 大 多数 中 外 实 分 析 著 作 所 采用 .其 他 选择 的 例子 如 首 


评 注 109 


先 考 谍 有 界 可 测 郴 数 的 积分 ,然后 进 至 有 界 集 上 的 无 界 可 测 函 数 的 
积分 ,最 后 到 一 般 可 测 函 数 的 积分 .这 种 作法 可 能 更 易 联 想到 R 积 
分 的 展开 路 钱 , 但 从 理论 形式 上 看 则 未 能 达到 应 用 的 简洁 . 况且 ,过 
于 套用 及 积分 的 模式 是 不 可 骂 的 , 那 只 会 掩盖 工 积 分 的 优点 .将 玉 
积分 中 的 定 积 分 与 重 积分 、 常 义 积 分 与 广义 积分 嫌 于 一 炉 , 从 而 达到 
高 度 的 统一 , 正 是 工 积 分 的 优点 之 一 . 

4. 设 pX 二 2%, 是 尖 上 的 有 界 可 测 孙 数 . 设 4 委 (x) 去 
召 , 对 区 间 [4 , 吾 ] 作 分 划 

有 二 = BB. 

令 ei 一 (了 < 出 ef 过 1 过 站 其 互 不 相交 的 可 测 集 ， 


且 瑟 一 LUe 作 积分 和 (与 Riemann 和 对 照 )8 一 》” wipei, 则 容易 证 
明 


| ar = lim S$, 
关 A 


其 中 一 max (一 -1), 上 式 可 用 作 积 分 |、fdy 的 定义 . 这 种 形式 
的 定义 借鉴 了 及 积分 的 导入 法 ,但 它 对 进行 分 划 的 原则 与 RR 积分 
定义 截然 不 同 . 如 Lebesgue 所 说 的 , 当 你 数 一 准 钱币 时 ,可 将 币值 相 
同 的 钱币 归 和 同一 堆 , 分 别 计 数 后 再 总 计 起 来 . Lebesgue 当 切 正 是 
在 这 -- 思 想 启发 下 形成 他 的 积分 定义 的 , 从 理论 构架 简洁 考虑 ,今天 
已 不 宜 沿用 Lebesgue 的 原始 定义 ,但 他 的 思想 仍然 不 失 启发 性 . 

5、 如 本 章 中 担 到 的 ,能 对 连续 性 很 差 的 治 数 求 积分 ,是 积 
分 优 于 积分 的 主要 理由 之 一 . 这 -理由 为 所 有 实 变 函 数 教科 书 所 
强调 ,从 还 辑 上 说 这 当然 设 什么 疑问 .但 对 于 初学 者 出 可 能 造成 一 种 
误解 ,以 为 积分 专门 用 来 对 付 “ 坏 隔 数 ”, 而 “好 阔 数 "是 属于 民 积 
分 应 用 范围 的 . 既然 在 许 雪 具体 问题 中 碰 到 "好 函数 "的 机 会 或 许 更 
多 ,那么 民 积 分 就 比 L 积分 更 实用 了 . 对 于 持 这 种 看 法 的 人 ,应 当 千 
诉 他 :首先 ,即使 -个 问题 表面 上 只 涉及 R 积分 ,也 可 能 在 下 积分 的 
框 娟 内 无 从 求解 或 者 解法 不 易 , 必 须 求 助 于 更 强 有 力 的 L 积分 论 . 
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2.3.83.4 例 1.2,.8$3.5 例 1,2). 其 次 ,许多 问题 的 出 发 点 及 最 给 
解 竺 可 能 只 涉及 “好 画 数 ", 但 其 解决 过 程 所 出 现 的 活 数 则 未 必 ” 很 
好 ”或 者 ”好 坏 难 辨 ”, 一 个 仅 适用 于 “好 函数 ”的 十 具 ( 如 民 积分 ) 显 
然 是 不 够 用 的 ,而 积分 则 有 大 得 多 的 施展 力量 的 余地 . 从 根本 上 
说 ,读者 须 认 识 到 ,L 积分 的 价值 主要 不 取决 于 它 所 处 理 隔 数 的 * 好 
坏 ”, 而 取决 于 它 所 带 来 的 篇 化 及 它 处 理 复 林 问 题 的 效力 . 更 有 说 服 
力 的 例子 散布 在 数学 的 许多 领域 , 非 本 书 所 能 尽 其 详 , 污 者 在 后 续 课 
程 中 将 陆续 接触 到 . 

6 ”本章 的 中 心 结 果 无 疑 是 积分 收 丝 定理 ,尤其 是 控制 收 伍 定 
理 (3. 3. 4). 关 于 积分 收 合 定理 的 - 般 握 法 如 王 : 设 六 7 六 GE 了 工 (X) 
Cn 二 120) ,所 六 大 应 对 序列 {1 附加 什么 条 件 , 才 使 得 对 任何 
可 测 集 4 忆 扎 有 


lim| de 一 - | fam {a) 


3. 3.4 给 出 了 一 个 充分 条 件 , 即 {f) 有 一 榨 制 清 数 gE 大. -个 属于 
Vitali 的 结果 完全 解决 了 上 述 问题 :使 (x ) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
[f.} 有 等 度 的 绝对 连续 积分 ,好 We > 0 > 0, 当 e CX.pe < 


人 时 ,对 性 何 ” 有 由 ax < ce( 奢 看 3.2.8 及 17,p175])， 


习 题 入 


1.， 证 明 3.1.2. 

2 设 如 2.2 中 例 31 :XX 一 民 求 [dp 

3， 设 FELCXY, 剧 Rt (Fl 人 

4 设 六 sg- ELON CEMA 和 Ep EL 


s， 设 /gE LR. 则 广 == ae. 刘 每 个 可 济 集 广 己 证 有 | fi 一 


机 
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6， 设 fE MCX), 对 任何 可 测 集 4 忆 有 | an 3 0 财 关 六 0,a.6.. 
了 。 证 明 3. 2. 6， 


8 设 /ELIX). 对 XX 上 任何 有 界 可 测 丽 数 g 有 | 7edz 二 0, 斯 上 = 0. 


9。 设 7e PC, 则 Ye> 034CXiA< oldae<s 

10， 设 p 人 < 一 一 
maxCyy ye) | fp = lm DD) yp yr Sf < ph). 

1 设 X A 克 可 测 (1 二 7 站 之 ,每 个 +EX 至少 属于 4 个 A 
则 某 个 AL 诗 toinj yp 

42. 设 在 Cantor 集 于 上 fxr) = 0 在 己 的 长 为 3 的 余 区 间 上 Fr) = 
和 来 | Adm 

13、， 没 fELORD.A00) = 0,f 在 4 一 0 可 微 . 则 zcr) 在 RR 上 可 积 . 

14， 设 AELIT0,o0) 一 致 连续 . 则 Ar 一 Or 一 oo)- 

15.。 设 记 是 关上 的 计数 测度 ,了 E114), 则 有 可 数 入 {x,! 己 X ,使 | fdp 
= Df), 


16， 设 /EE MO 8EE 区 凡人 7 或 8 六 大 则 | fd | fer 
《2 cx 

17，。 设 4 安 天 可 王 (n 二 12 ， DD pds 之 se， 册 凡 平 每 个 至 名 以 
于 有 限 个 4 

18.， 设 入 呈 革 可 测 ( 一 1.2.) .B= {rEX: 工 至 少 属于 上 个 A,}. 
则 iB SYA,. 


a ] 
19. 求 [ [一 zn drtp > -1), 
20， 设 EMOOD. 著 > RE 人 天 | limfdn < lm| fp 着 人 所 
em.) mn fd > Hal fan. 
21. 设 户 二 0, 记 一 了. 则 {far tim | di . 


22， 没 /> Faie. 或 凡 去 让， 上 fildp 过 sonst. 则 太 E Lt, 
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23. 设 Df < oy| Dfdp 一 Df fdr. 
24. 设 0<a 世 bf(r) = de "一 be wtn = 1,2,…}),， 验证 


Sam Dhan, RD .dm 


25 求 求 im|- Sint ary 
" [1+ rin 十 Coy 


. 1 二: 
256. 求 im “1 十 yd 


& 


i 

27. 求 im|- 了 Sirts ipdr ， 
28. 求 iim jl 二 到 | dr. 

» J mn 
29， 求 lim |! mx 十 工 ] ‘dz. 

a n 和 二 
30.、 求 lim | dz 

a i 
31. ” dx 一 人 >) 2 {la| 所 


nO sin -了 


32， 设 X 之 00,fEMI(X)， Fas = 


33， 设 0 之 a 之 ef ELD). 则 gls) = | epdz 
在 ta,8) 内 连续 . 

34， 求 | 5 dzrga > 1}, 

35. 求 | 。 reos ardz . 

3， 设 六 太后 天 和 天 可 测 人 一 1 2524 一 0, 则 
|, fd 一 | Ar . 

37， 设 训 gg 在 [asb: 上 及 可 积 , 在 [up 的 某 稠 子 集 上 上 = g, 则 
[7 Crydr | sc )dF， 


38， 设 了 在 [aa:p] 上 有 界 . 其 间断 点 集 忆 只 有 可 数 个 极限 点 , 则 广 在 
.ai 上 及 可 积 ， 
39， 设 廊 和 一 12 在 [La 上 R 民 可 税 . 广 二 方 则 子 在 [ai] 上 民 可 


和， 设 s,8 六 90, 研究 阔 数 了 I) = rsin x 在 [0,1] 上 的 可 积 性 ， 
qd1， 设 习 ,了 如 3.5.1,FE5IK) 8EELICY77， 则 


| Trgty)d(ir X 由 = | Han| gdy. 
RY x 工 


42- 设 gEMOXD)WAR < op， 则 了 Cr 十 有 车 了 XI fgE 
Lita). 
x 


43. 录 [(e- 一 eof (0<a< 的 、 

n 工 
44， 设 fEL'[0,a].gtz) = 了 1 dz, 则 | gdm 一 pam. 

Ea EE 出 2 
45， 设 FE 工 La tb]， 则 [frenarf fedy 一 去 [| reeaz | ， 
46， 设 了 ELai], 则 
国 日 加 h 
| arf ay fy di = ?| Ga fed. 


47， 设 /ge Dasb) Pr) = | fdm,Ger) = 和 gdm, 
| Radm = Fe! - | feam. 
48. 设 当 zy 为 有 至 数 时 Fr，y) 二 0, 暂 则 六 zx,y) = 1, 求 
Pe 


和 和， 没 疡 是 NN 上 的 计数 测度 ,inn 二 一 nn 二 1sn) 二 4 fn N), 对 
其 他 {frmnYENXN 有 tm) 二 办 则 
D>) /msn) 尖 > >， mn), >, | .Fo an) | = > 


SO 设 本 二 [0,1]: 让 让 XTTYIEJ:E, 与 Er 均 可 数 , 则 下 关于 
tz 不 可 测 ， 


可 题 B 
Sl1， 设 XfEMOA) 其 JE 大人 人 AKC Bn < 0. px 


时 如 何 ? 
52. 设 AX 之 of EE MO. 则 FE DOD AN (fn, 
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54 设 A orE 册 (和 有 下 0 人 1 舍得 多 1 0;pX(t|F| 庄 
Ah) 所: 下 4 EL'. 
54， 设 了 ELICND), 刚 nC]F| 计 On -> oY. 


55， 设 0 TE TIE AX < 00 inf | fdn > 0. 
EE 由 3 


S66. 设 ER 让 则 nn rr Oa. Cn -+ 0 ), 
57， 设 fE12[9,1j, 作 可 浏 庙 数 gg 鸽 gf ED,g(0") 一 :ee， 


58， 设 放 .ELCX), 对 锝 个 可 测 集 4 己 XX 有 | Adz 区 | fvidiu cn = 
1 ,2 -> 上 ae 网 fo fae.. 

59， 设 ELCX).F CR 其 一 闭 集 . 背 对 每 个 可 测 的 4 己 久 有 | /dE 
Fs 则 Fr) € Fae., 

60， 设 f.€ M00 一 foae. wfE | fd 一 | fdx, 则 对 任何 可 
测 集 4 这 六 有 | fdu -~ | Fag. 

6 设 太 一 让 ae 有 Sg pac gg EL | podp er | pap. 
则 /EL ul “fldp 0, 

52 设 EON), f= ae ' 风 | 一 fd -> oo| [Fildr 一 


| tan: 
站 3- 设 EMORY ,Ff fae. ,| 二 EELIn 一 1 2.…, 串 i 了， 


人。 设 p 之 oo EMOXY A 之 onae tn 一 1: 则 六 -二 
{ft fd 0. 

6 设 7 二 0 了 17). 对 其 他 xER 今 fr) 一 0 一 
fr 和 NLCR) :1 帮 任 何 区 了 时 上 无 界 ， 
g' 在 任何 区 阅 上 不 可 积 . 

566. 设 / :RR 一 让 有 界 ,flr') 但 存在 ; 则 了 在 任何 有 限 区 间 上 民 可 积 . 

#7， 写 出 并 证 明 3.4.1 与 3.1.2 的 高 维 形式 . 


568，。 设 反 为 o- 有 限 济 度 ,fEM” CX) ,gly) 一 pX(f > ), 则 | fa = 
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9， 设 关 问 上 ,AgEMrCXJsety) 一 | jdp. 则 | fady = 
Rl 
| pdy. 
二 
79。 设 fEDTag] 在 [ai5] 外 /= 0.ptr) 一 去 | ,fd 则 


证 a . 
fig 1dr < | lf ld. 
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在 上 章 中 我 们 考察 了 可 积 函 数 类 ZX). 本章 推进 到 考察 更 一 
般 的 “pp 次 可 积 函 数 类 ”LCXX), 但 现在 着 重点 不 是 其 中 各 个 函数 的 
积分 性 质 , 而 是 各 函数 之 间 的 相互 关系 ,尤其 是 由 积分 所 定义 的 新 量 
上 子 一 总 外 fsE 工 (XI))， 依 苇 这 种 产量 ,可 以 在 1*( 环 ) 中 建立 基 
种 类 似 于 R" 的 空间 结构 ,从 而 得 到 所 谓 IL 空间 概念 . ZL* 空间 是 沟 
通 实 变 阔 数论 与 现代 抽 演 空间 理论 的 一 个 重要 环节 , 它 在 分 析 党 及 
其 他 数 党 分 支 中 的 应 用 极为 广泛 . 本 章 的 介绍 只 是 初步 的 ,进一步 的 
展开 导向 对 函数 空间 的 深入 考察 ,而 这 已 进入 另 一 个 领域 , 它 就 是 读 
者 将 极 感 兴趣 的 汉 函 分 析 . 

本 章 仍 设 ( 革 ,2 ,pj) 是 取 定 的 测度 空间 ,涉及 测度 与 积分 的 记 
号 均 依 据 前 两 章 . 


34.1 ZL 范 数 与 5? 收 人 钱 


对 于 工 一 CE Tor ,4 ) 扬 有 RR", 熟知 用 
[| = i | 本 C1) 
f :一 1 


表示 x 的 “ 模 长 " 见 $1.4(1)) ,而 |z 一 y| 表 示 点 zx 与》 之 间 的 脸 
离 . 式 (1) 自 然 地 推广 到 二 zi,zar ,zi (zx 权 且 当 作 “ 光 穷 维 
空间 及 ” “中 的 点 )》: 


lz = (2) 
进一步 前 推广 自然 是 用 积分 来 代 巷 和 式 ( 读 者 当 已 注意 到 ,在 工 积 


分 的 框架 内 ,积分 与 和 式 已 经 统一 1), 对 于 了 EJM(X), 定 义 其 " 模 长 ” 
为 
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1 = {| han). (3) 
注意 ,当头 一 N,p 为 计数 测度 且 (i) 二 zxzGEN) 时 ,(2),(3) 两 式 
一 致 . 大 们 进而 发 现 ,如 果 以 任意 的 ppE D1,co02 代 赫 式 (3) 中 的 指数 
2 ,将 得 到 一 个 更 具 一 般 性 的 “ 模 长 ”概念 , 这 就 导致 如 下 定义 . 
4.1.1 定 尽 设 fEMCX) 1ISDSco. 邻 


1 lip 
(| rn) , l<p<%, 
| | ; = . C4) 
inf sup |f(x)|, p= ooo) 
A DEA 
Lr(N) = {FE MCORY: | fl ,< cc (5) 


称 上 了 ,为 的 5 范 数 ; 称 上 *( 基 ) (1 所 p 之 co) 中 的 聘 数 为 玉 革 的 
户 次 可 积 酉 数 ,而 称 L“( 蔗 ) 中 的 洋 数 为 姜 上 的 本 性 有 界 表 数 . 
LE) 也 记 作 LX, 吉 或 7. 
注 ”不 难 验 明 , 对 于 了 EL™(X), 必 有 某 个 零 测 集 A4 己 大, 合 
上 fi = sup |f(x)l. 因 此 ,除去 一 零 测 集 后 ,f 是 有 界 函 数 , 将 上 


加 入 到 空间 族 {L? : 1 坊 P 之 oo} 之 中 有 天 些 好 多 ,但 1L“ 较 之 于 上 ?人 p 
<co) 确 有 很 大 不 同 , 必 须 小 心 区 别 ， 

空间 LA( 革 ) 包 插 了 许多 特例 ,其 中 的 常见 者 列举 如 下 : 

1 仔 给 非 空 可 测 集 下 入 BR", 在 未 如 说 明 时 ,Lr*( 六 ) 总 表示 空 
间 LL*(X,m),m 是 nw 维 Lebesgue 测度 .车 其 一 (ab CC R, 则 
LK 写作 Li(Ca, 如 .注意 (a5) 与 上?*[aypil( 若 a,68 有 有 有限 } 不 加 区 
别 . 

2” 者 萤 民 R" 为 有 界 闭 区域 , 则 显然 Ct) 入 L"(X), 且 对 每 
个 fECCX) 有 | 站) == max|/(z)1 《参考 1. 6. 6). 

3 车 是 N 上 的 计数 测度 , 则 LCN,p) 记 为 2. 对 于 x 一 
Carter nA) E47?, 恢 式 (4) 有 


| 
[ris=4 


sup |z, |, p= oo. 
也 


(6) 
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F 面 约定 1 志 p.9 守 00,p 十 9 ' 二 1; 称 4g 为 p 的 共 轿 指数 . 头 
于 ZL? 范 数 的 以 下 结果 在 本 章 中 起 基本 作用 . 
4.1.2 Hilder 不 等 式 对 任 给 feELCNY,gEL (NX), 有 
gs 人 | 《7) 
证 若 户 = 1, 则 2 = o22 此 时 不 等 式 (7) 为 


ele lel 人 LFldr 
它 显 然 成 立 . 以 下 说 1 过 pp 之 20. 令 a 二 17p; 则 1/4 二 1 一 a. 首先 


用 微分 法 建立 不 等 式 
myer 二 (lay, Ty 0 (C8) 
可 设 0 近 工科 于 是 (8) 相 当 于 
P(A) 立 和 一 o 十 < 一 工 近 0， (9) 


其 中 属 过 六 一 jy 实 1 109) 由 入 (0 一 a 一 了) 守 0(0 二 4 去 
1 及 ql1) 一 0 推出 . 

若 上 ,二 0; 则 六 二 0,a.e. (3.2.50i2), 此 时 (7) 显 然 成 立 . 
故 术 妨 设 | ;| 8 4, 守 0, 于 是 利用 不 等 式 (8) 得 


fsl, i Ea ye gl 

| 六 上。 可 1。 -| | 和 | LT dp 
ce 
| pl? olefs. de 
开工 
=- p 十 g 1 ， 

这 表明 不 等 式 (7) 成 立 . _ 


当 1<p<co ,ELCR) ,BELIA(KE) 时 ,出 不 等 式 (7) 得 出 : 
| : yp ly 
| feaxl< [ita | ata 


4. 4.3 命题 依 通 常 函 数 的 加 法 与 数 乘 运算 ,三 (人 ) 是 一 问 基 
空间 ;ZL* 范 数 满足 如 下 " 范 数 公理 ”， 
(1) 齐 次 性 ; | ar 一 |al | 3 
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(ii 三 角 不 等 式 : | f+tgl ,所 fg, 
(iii) 正定 性 | 了 之 0 了 一 0 全 了 一 0ac BM 上 Ig 
GZLPCX)a 志 R. 
证 设 1 过 p< 之 o0. 任 给 gELr(X),a ER, 显然 afEL* 且 
《i) 成 立 , 其 次 ,由 易 验 知 的 不 等 式 
f+ gl 2 二 |g|*) 
得 了 上 十 gEL*, 故 ZX) 是 向 量 空间 . 由 


f+gls= | +elan 


< | +elTidrt | lallf + gl dy 


FI If+el* ,+ gl f+ gel’! | 有 4.1.2) 
CFs+t eli) li+ gl 
及 户 一 (pA/9) 一 1 推出 (ii). fiii) 是 显然 的 . 

当 pp 二 1 成 2 时 ,证 明 是 简单 的 

今后 将 L*CX) 中 几乎 处 处 相等 的 范 数 不 加 区 别 . 这 样 ,4. 1. 3 中 
的 “ 范 数 公理 ”0D~ (ii 就 与 R” 中 向 量 " 模 长 ”的 性 质 ( 见 $1. 4) 完 
金 类 和 拟 , 正 是 这 种 类 似 引 出 -个 优美 的 理论 , 我 们 将 L*(X) 看 作 一 
个 与 R" 有 某 种 类 似 的 “空间 ”, 将 AELr*C 玉 ) 看 作 该 空间 中 的 点 或 向 
量 , 将 上 了--g i, 着 作 “ 点 ”与 g 之 间 的 "距离 ”, 它 自然 刻画 了 了 与 
8 的 接近 程度 . 如 同 在 空间 R" 中 用 上 距离 定 迪 极限 一 样 ,在 空间 
ZE) 中 有 以 下 定义 : 

4.1.4 定义 设 产 广 EZL2CXEDI 二 11.20) 车 一 了 | ,一 
00n*00), 则 说 序列 { 记 } 恢 * 范 数 收 人 证 于 让 或 简单 地 说 *L? 收 伍 于 
7", 记 作 AL 车 1 二 户 之 0; 则 称 *L* 收 全 "为 *p 次 平均 收 
化 ", 当 户 一 1,2 时 分 别 简称 为 “平均 收 和 化 "与 * 均 方 收 仇 ” 

由 于 以 上 定义 形式 上 与 及 " 中 的 极限 定义 完全 相同 ,R" 中 极限 
运算 的 一 些 性 质 自 然 四 为 L? 收 化 所 具有 .例如 ,17 收 襄 序列 必 扩 工 
范 数 有 界 , 且 极限 唯一 ;着 访 Lgg(D), 则 所 十 ge 一 
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fag) 三 ,一 中 上 ,等 等 . 这些 概 
不 详 论 . 

蕊 : 收 伍 有 明显 的 直观 意 愉 : 范 数 
外 六 一 了 上 可 理解 为 如 图 4-1 所 示 的 “ 面 
积 ", 它 是 护 逼 近 地 的 程度 的 一 种 整体 刻 
画 . 注意 上方 一 了 | :一 0 并 不 排除 在 某 些 局 
部 | 六 (4z) 一 .Ar)1 可 能 取 很 大 的 值 , 但 这 种 图 4-1 
局 部 偏离 不 至 大 到 足以 影响 整体 的 接近 . 当 
1 之 户 达 吕 时 ,27 收 敏 有 类 似 特 征 . 至 于 天 < 收 敏 ,容易 证 明 ( 留 作 练 
可 ) :了 (L") 全 除去 某 个 零 测 集 后 大 注 F 即 (六 几乎 处 处 - 
致 收 伍 "于 了 ,注意 与 “几乎 一 致 收 敏 " 相 区 别 ). 

一 个 自然 的 问题 是 :Lr? 收 化 与 $2.4 中 所 述 的 收 仇 关系 如 何 ? 
苦 1 志 记过 ce, 则 居 收 伍 草 洱 测 度 收 敏 (请 证 明 1) .但 瑟 : 收 人 第 与 几 
乎 处 处 收 敏之 间 并 无 必然 联系 . 

例 1 设 半 二 [了 [0,1], 广 信 $2.4 人 讽 3, 1 所 疡 所 co 直接 看 出 
疡 辣 0CZL), 但 {7} 处 姓 不 收 侣 . 

由 此 看 来 ,5* 收 倒 似 乎 是 很 弱 的 .但 下 面 的 例子 展示 出 扣 情 的 
另 一 面 . 

例 2 设 束 一 [0,1], 太 一 aromita 二 1: 2 显然 六 -一 D， 


au 相 | 六 |= 45 当 1 近 训 委 ce 时 
Tf Cn 00). 
可 见 , 几 乎 一 致 收 伍 (更 不 必 说 几乎 处 处 收敛 或 测度 收 伍 ) 不 足 
以 梨 证 L* 收 伍 . 


不 过 , 罕 充 适当 附加 条 件 之 后 ,从 几乎 处 处 收敛 或 测度 收 分 就 可 
推出 L? 收 伊 ,下面 是 3. 3.4 的 一 个 推广 . 

4. 1.5 I? 控制 收敛 定理 设 ff, FEMOX)(n = 1,2,'), 
> ae 或 记 广 若 大 在 gEL ,1 所 户 之 co 使 得 | 六 | 所 
Brae tn C= 12 ,NF FAL). 
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证 令 g 二 | 一 f'n = 1,2. 7), 则 gE MEIN)E:* 
0,a.e. 或 pg, 0 
gn | 一 | 六 过 2 人 ae.. 
困 2rg*ED', 故 由 3.3.4 有 
lm f. — f= lim| sa — 0, 
此 即 /一 ~ (1), 口 
在 R" 中 ,Cauchy 收 合 原理 (1. 6.1) 起 基本 作用 , 值得 庆幸 的 是 ， 
在 L* 空间 中 有 一 类 似 定 理 . 
4. 1.6 定理 ” 设 序 列 {f,) 所 L'(X) 满 足 条 件 
im 1 产 一 六 人 一 0 (10) 
则 存在 FEL*CX) ,使 /一 了 (LL?). 
定理 所 表达 的 性 质 称 为 空间 Lt 及 ) 的 完备 性 . 
证 当 p 二 % 时 证 明 不 难 , 留 给 读者 . 下面 设 p < c, 由 条 人 忻 
C10), 可 取 ni; 全 NN ,使 得 
Tio fs < 2 #1). 
又 可 取 mA 使 得 
Hf fs 2 (Yn). 
如 此 继续 ,得 到 过 js ,使 得 
TO) 
由 此 特别 有 


| fo 一 | < 《11)》 


令 吕 一 |f fg = Dg 则 有 EM CX), 
一 ee ， lip 
lel,= | lim{ > ge) dx 
Ly El 


En 之 8 ar] 《用 Levi 定理) 
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-tin| Dal, 


委 lim > 上 gi。 (用 三 角 不 等 式 ) 


和 一 上 


所 >) 24< oo，( 用 人 11)) 


可 见 gE1r. 因 此 8 之 吕 0va.e. (3,2,3), 从 而 级 数 2》 (f/f, 一 
在 所 王 凡 平 处 处 收 贫 .于 是 有 有 限 可 测 苛 数 ,使 得 六 一 ,a.e. 
《Recc )， 

由 条 件 (10),Y em>0, N>0; 当 nmN 时 | 一 /| < 
由 Fatou 定理 (3,3.3), 当 nn 宇和 时 

Ef fs | lim If ~ fs ld 
去 im |f.— Alt ee, 

故 得 一 了 ,所 elY nn 守 N). 这 表明 一 《让 ) 十 人 .E1121 电 
ffi n,m fF). [] 

若 ff 了 DD); 则 显然 条 件 (10) 满 足 . 于 是 由 4. 1.6 的 证 明 过 程 
得 出 ; 
4.1.7 推论 若 扩 一 六 50 1 委 户 扫 co 则 (7 有 子 列 几乎 处 
处 收获 于 六 

以 上 结论 可 与 Riesz 定理 (2. 4. 2(ii)) 相 对 照 . 

4. 1.6 是 一 个 有 重大 意义 的 结论 . 一 上 方面 , 它 为 判定 L* 收 敏 提 
贷 了 一 个 普遍 方法 ;同时 , 它 表 明 空 间 L! 含有 “足够 多 ”的 点 ;使 得 其 
中 本质 工 应 收复 ”的 序列 ( 即 满 趾 条 件 C150) 的 序列 ,通常 称 次 
Cauchy 列 , 人 参照 $1.6 (1)), 都 是 ZL? 收 化 的 ,因而 不 锐 要 到 空间 己 
外 去 寻求 报 限 . 这 一 理想 的 结论 得 以 让 上 明 ,完全 依赖 于 L 积分 的 优 
势 ,R 简 分 则 不 能 起 类 似 的 作用 ,请 看 下 面 的 例子 . 

例 3 以 荆 记 [4a,5j 上 R 可 积 的 函数 之 全 体 , 则 本 是 11ia,51 
的 -~… 个 向 量子 空 何 .得 荆 中 的 Caochy 列 不 一 定 在 古 中 荆 收 敦 . 例 
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如 ,说 和 = 人 :prEN), 取 开 区 间 3 ,使 记 E 人 且 > oa 人 < 0o, 令 
一 > 入 = 2 为 - 则 显然 { 六 ) C 荆 ， 


后 
1 一 Fi 一 上 六 zadm 
Es D>) m0 (fH 一 ceo) 


可 匈 { 吉 } 依 上! 范 数 是 荆 申 的 Cauchy 列 . 但 {f.} 在 本 中 不 上 收 侣 . 
否则 有 ED gC ),; 这 推出 在 [a,b] 上 fx 这 gsa.£.. 和 但 ¥ nt 
AN 了 必 在 [ao, 的 的 某 个 子 区 间 上 大 于 za 这 与 志 有 界 了 矛盾 . 


34.2 5” 逼近 


在 本 节 设 1 所 pp 所 oo. 

2.1 定 久 设 玉 CINX). 若 YW ELIX),YE>0,j8E 
五 ,使 得 上 7 一 & 下 < #, 则 说 阔 数 类 下 在 L* (XX) 中 稠密 ,或 说 每 个 
EL SI 可 用 环 中 的 图 数 “ 民 通 近 ”. 

本 节 的 基本 问题 是 : 求 得 L*(XX) 的 “上 训 可 能 小 "的 子 和 集 下 ,使 F 
在 工 "( 二 ?中 稠密 , 且 王 中 的 函数 比较 简单 或 具有 某 些 良好 性 质 . 为 
解决 此 问题 , 变 用 到 直接 由 4. 2.1 推出 的 以 下 结论 : 

1” 了 可 用 中 的 肾 数 L* 通 近 相当 于 :存在 序列 { 关 } 所 下 ,使 
得 ff(L*). 

2 设 记 CCR) 二 050120 oRAP, 二 上 Lr(X), 若 每 个 了 EF 
可 用 请- 中 的 函数 ZL* 通 近 ,一 1 2 网 天 在 工 *( 和 ) 中 秽 密 ， 
即 I* 允 近 具有 "传递 性 ”. 鉴于 此 ,常常 采用 某 些 递 进 的 步骤 来 处 理 
I* 殖 近 问题 . 

3 设 FCCTCR) CC 生成 向 量 空 间 豆 ( 即 每 个 AGE 吾 是 C 
中 元 的 有 限 线性 组 合 ). 将 每 个 gE 如 可 用 了 中 的 函数 L* 通 近 , 屎 是 
向 蕊 宝 问 ; 则 每 个 hE 日 可 用 下 中 的 旺 数 L* 况 近 ,因此 当 右 在 
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EX) 中 笠 密 时 己 亦 在 工 %X) 中 釉 密 . 应 用 此 结论 时 ,常常 选取 “ 尽 
可 能 小 "的 集 避 ,以 司 验 证 忆 的 稠密 性 变 得 很 简单 . 

下 面 是 基于 地 * 通 近 的 用 个 基本 绒 果 . 

4. 2.2 定理 ”每 个 FEED) 可 用 简单 冰 数 L* 逼近 . 

证 最 定 FE 大) 由 2.3.6, 有 序列 18.} 所 3 二 ) 使 得 
一 扩 处 处 直 策 ,县 1p。1 过 | 着 .由 4.1.5, 立 得 pg 一 ftL'). LJ 

对 于 一般 的 测度 空间 六, 吕 以 说 4. 2.2 已 经 是 最 好 的 结果 ,办 
在 L*{ 芒 ) 中 不 担 有 比 简单 函数 更 好 的 孙 数 类 . 但 对 于 较 特 殊 的 下， 
例如 天 一 有 民 " ,简单 函数 类 并 非 总 是 最 理想 的 ,如 有 时 考 惠 连续 函 煞 
通 近 和 更 为 可 取 . 下面 是 两 个 这 方面 的 结果 . 

4.2.3 定 理 设 一 co 过 4 scco 则 每 个 EL2La oo 用 
阶梯 函数 与 连续 函数 1 遥 近 ， 

证 由 4.2.2 及 4.2.1 之 后 的 说 明 , 可 设 庆 二 KarA CC (tab) 
是 可 淹 集 ， 

1 用 阶梯 姐 数 到 近 产 Ye 半 0, 由 2.1.5,; 有 开 集 GG 必 4, 使 
MCGNA) 之 er/2, 有 可 设 避 C(tab). 设 G 一 UB 人 是 驴 的 构成 区 
间 . 缀 xEN, 使 >) m6 < et/2. 令 V 一 U6,g 一 加. 则 g 是 阶梯 


函数 , 且 


7 一 
= mA\V) + mV N\A) 
mG) + mG\A) 


放 得 ff 一 g 上 ,< < 

2” 用 连续 卫 数 1? 近 近 7 了 ETCX), 由 已 证 的 1", 吕 设 二 Xs， 
入 二 (a8) CC aD).Ye 放 0, 作 连续 隙 数 g 如 十: 在 [aa]ULB;] 
上 上 gtx) = 二 人 0 在 [ae 二 eB 一 2] 上 8tx) 二 1; 在 [asa 二 Te] 与 [8 一 &， 
8B] 上 gg 是 线性 函数 (如 图 4-2). 则 
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1f -gl?=) 7 一 edz 二 | 7 一 lvdz 


EE 十 EE 二 2t. C] 
鉴于 连续 函数 与 阶梯 函数 是 相对 简 
单 旦 被 充分 研究 的 函数 ,用 它们 来 之 近 包 
次 可 积 函 数 有 重要 意义 ,4.2.3 可 以 推广 
到 一 般 的 LCX) ,页 己 R*. 此 好 不 拟 考 虑 
R" 中 的 阶梯 函数 (尽管 这 并 没有 什么 原 Oi aaate -eb 下 
则 性 困难 ,有 兴趣 的 读者 可 坟 自 己 淮 虑 )， 
而 只 对 连续 函数 逼近 建立 4. 2.3 的 一 个 由 4 
推广 ,所 用 的 方法 与 4.2.3 有 所 不 同 . 引入 记号 : 
CAX) 一 志和 CR 存在 暴 集 A4C 己 交 , 在 X\A 上 f= 0}). 
(1) 


称 EC.C(X) 为 * 有 紧 支 集 ” 的 连续 函数 . 

4.23 4 定理 没 玉 广 R" 可 济 . 则 每 个 EEL?) 可 用 CR” 中 
的 隙 数 在 疼 上 LIL? 埋 近 . 

证 ”如同 证 4,3.2 一 样 ,可 座 二 KA CX mA oo.Ye 
半 0, 由 2.1.5 有 紧 集 FF 与 开 集 GG, 使 FCACG,EH mG\F) 过 
s. 取 开 球 8 二 下 , 令 天 二 (BNMGY), 则 玉 与 大 是 互 不 相交 的 闭 集 . 
由 2.5.8, 有 gECIR") ,使 得 gf 一 118| 尺 二 0, 有 0 所 扩 上 显 
然 gEC.《R"). 于 是 由 


| if— sl’dm SS mCO\F) < 上 
x 


得 出 定理 结 沦 . 国 

瘟 近 定理 的 价 值 在 于 :车 要 对 每 个 了 EL"X) 证 明 某 个 命题 已， 
则 可 选取 适当 的 下 乞 LCX), 使 下 在 LX) 中 稠密 , 且 对 于 EF 
容易 证 明 命题 了 ;然后 通过 一 极限 过 程 , 即 得 出 PP 对 所 有 /EL 上 *(X) 
成 立 . 这 一 方法 是 如 此 强 有 力 . 它 使 一 些 看 来 不 易 的 问题 变 得 很 简 
单 ,因而 被 广泛 采用 - 试看 几 个 例子 . 
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例 1 设 fEiLa,#j; 则 
lim| fysin nsdx = 0. 《2) 


以 上 结果 称 为 Riemann 引 理 ,最 初 基 对 R 可 积 函 数 了 证明 的 , 它 在 
Fourier 分 析 中 起 重要 作用 . 


证 下 设 上 一 各 ,4 一 《as 及) CC (a); 则 


8 
| csin nxrdr 一 | sin nxdxr 


= A leos na 一 cos PB}) — 0 — cr 
由 此 进而 推出 ,t2) 对 阶梯 函数 上 了 成立. 
>》 设 fEL[asbj. Ye > 0, 取 阶梯 表 数 g, 使 Ef 一 g 上 ,< e/2 
‘4.2.2). 取 NN 半 0,; 使 


b 
| gr)sin nrda| < 3 (¥Y ns Ny. 
十 是 当 i ee NM 时 有 
四 
| frysin nzdz| 


t 让 
Ee | Fr) gr Jsin nzdz| 十 有 Elr)sin nrdr 


fF 一 gl + 6 


这 表明 式 (2) 成 立 . 

读者 不 姑 一 斌 .如果 不 用 4.2.2, 让 明 式 (2 是否 容易 成 功 . 在 本 
章 习 题 中 读者 会 看 到 一 些 有 趣 的 类 似 例 子 ， 

约定 f(r 一 7 十 rz) 以 下 结果 有 广泛 应 用 . 

4.2.5 定理 设 fELMRYD. 则 一 站 | 一 0tr-> 0)， 即 


lim| fx | 了 (dr = 0. 《3 


证 扩 首 先 设 EE COR 约定 B, 一 B,C(0), 皮 7 > 0, 使 当 
I 时 00, 因 一致 连 续 (1.6.6),- 故 有 人 六 蕊 
{00,r) ,和 人 熏 得 


4.2 Ta 证 近 127 


{fiz Fr) etre Rr Ee Bs). 
If = fer to fen bdr 


E+ mB,,. 
此 和 处 吉 记 2 锥 Lebesgue 测度 .这 表明 式 (3) 成 立 ， 
2 设 fEZLIRY Ye>0, 取 gEC(R" ,使 | f 一 g 1, 之 ei/3 
(4. 2.4). 由 上 段 所 证 ;有 但 守 0, 使 当 |r| 之 6 时 gg 一 ge ,之 873. 
于 是 , 当 1rl < 6 时 有 
FF/ gl, ie gi le-- Fl, 


- 站 E ) [3 四 
二 可 二 本 二 村 二 
“注意 售 3.2.9 有 gl ,= go 这 表明 (3 成 立 ， [] 


著 FEELITa pl, 则 补充 定 六 Cr) 二 0(xERYa5j), 使 Ff 万 
工人 所 及 )， 据 还 ,由 4.2.5 得 出 ; 


im| If 4 Foldr ea 0. C4) 
现在 利用 4.3.5 给 (2) :个 新 的 证 法 如 下 : 设 FE TTa,b], 令 
1, = | TSiTt nxdr, 


则 
一 27 一 ?| fcrysin HECOS RK dx 
一 | fez) TaintnrT x} sintaz — xr) dx 
| 工 1 ri 下 1 了 ， 
一 [> 一 | 十 A 十 | jsin nxrdr. (用 3. 2.9) 
于 是 


4|7| = |21, - {— 21,)| 


<] /wm-A ~ 
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dr — On — ce ), 


+ [es — flx+ 于 


现在 再 回 到 7" 台 近 问题 . 本 节 开 涉 提 到 , 求 得 I 到) 的 " 尽 可 能 
小 ”的 稠密 子 集 是 :基本 问题 , 可 数 秽 密 子 集 和 白 然 应 被 看 作 " 最 小 ”的 
稠密 子 集 , 如 果 这 种 子 集 存在 ,就 说 空间 I*(X) 是 可 分 的 . 

4. 2.6 命题 ” 若 存 在 可 数 集 {g .CLCKR) ,全 p(n 一 1,21*》 
的 有 限 线 性 组 合 之 全 体 在 ZX 中 秆 密 , 则 Lr{ 芝 ) 基 可 分 的 . 

证 由 1.3.8,2p( 一 12,…) 的 有 理 系 数 有 限 角 性 组 合 之 全 
体 是 -可 数 集 . 职 定 二 2 _ apt ERLI 扫 i 扫 m, 取 有 理 数 
到 ri 人 令 = 人 rp ， 由 


Af Og | 0 0), 


由 此 推出 二 "5X) 是 可 分 的 . 国 

应 用 4.2.6 可 以 推出 ， 

1 Lrfa,b] 是 可 分 的 , 事实 上 ,由 Weierstrass 定理 ,每 个 FE 
Cla.b] 吕 用 多 项 式 一 致 避 近 , 这 结合 4. 2. 3 得 出 每 个 FE Lr[a,b] 可 
用 多 项 式 1? 到 近 , 这 正音 味 着 可 数 集 {x" : n 洋 0} 的 有 限 线性 组 合 
之 全 体 在 L?[a,5j] 中 称 密 . 

进而 可 以 指明 ,LL*tR") 也 是 可 分 的 . 

2 是 可 分 的 .事实 上 , 若 令 

ce, = (C070,1 0 ), 
则 ecn 二 1,2,"…) 的 有 限 线 性 组 合 之 全 体 在 1? 中 稠密 . 

车 L*CX) 是 可 分 的 , 则 存在 -个 序列 1{f1 己 A(X), 使 得 每 个 
ELIAXD) 莉 是 41,} 的 禁 一 子 列 依 L* 收 化 的 极限 .在 共 种 意义 上 ,可 
以 说 室 间 J* CK) 是 由 {1 生成 的 "这 表明 空间 ICXD) 似 乎 “不 过 
大 ”, 男 一 方面 ,完备 性 意味 着 空间 上 :CX)* 足 通 大 ”, 可 分 的 L* 空间 则 
兼 有 二 者 ,可 以 说 是 很 合式" 的. 从 实际 运用 的 效果 来 看 也 确实 如 此 . 

本 节 的 内 容 都 限于 二 关 的 情况 . 一 般 来 说 ,5X) 的 逼近 性 
质 “ 很 坏 ” 
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例 2 空间 地 "[0,.1] 是 不 可 分 的 . 
证 令 凶 ， 一 和 os 则 人 4 一 {ps : 0 过 1} 是 不 可 数 集 ， 当 


ts ELDO1]t 关 $s 时 8 一 p91-… 王 1. 者 BB 在 L~[0,;1J 中 秽 密 , 则 

¥ EL0,1],3 AEB. 1 Fi—p, | sc 172. 若 1，5 EC0,1],t 天 s， 刚 

FAA| pC? | 。 一 fp | 。 一 | 六 一 多， | 
1 1 _ 


可 见 丸和 关 f; 因 此 BB 不 可 数 . 这 表明 L*[0,1] 中 不 存在 可 数 的 稠密 
子 集 ， 


8$4.3 LL’ 空间 


在 前 两 节 中 ,我 们 实际 上 是 将 通常 Euclid 空 同 中 公理 同村 的 一 
些 思 路 移 柄 到 L?* 空间. 通过 自然 的 类 比 , 并 借用 形象 的 几何 语言 ,了 
空间 理论 呈现 出 某 种 可 加 以 直观 想象 的 面貌 . 这 就 促使 我 们 想 再 往 
前 推进 -- 砂 :将 更 多 的 几何 概念 ,例如 角度 .垂直 性 等 引 人 L? 空间 中 
来 .然而 ,这 一 设想 仅 能 在 1 空间 中 获得 成 功 . 这 其 实 是 很 自然 的 . 
读者 试 回 忆 一 下 84. 1 中 导 和 人情 范 数 的 过 程 , 从 比较 和 4. 1 中式 
人 1) 一 (4 可 以 看 出 ,只 有 式 (2),(3) 表 达 的 世 范 数 十 是 及 " 中 模 长 会 
式 417? 的 直接 推广 ， 

LL 范 数 与 “内 积 * 概 念 密切 相关 . 首先 回顾 一 下 R" 中 的 内 积 : 任 
给 工 一 《rz 一 《iv 与 的 内 积 为 


(zy) 一 - Dey (1) 


以 下 概念 正 是 中) 的 一 个 自然 推广 . 
4.3.1 定义 任 给 f/f,#gEL(X), 称 


(fsg) = | ad (2) 
为 了 与 了 的 内 积 . 
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由 Halder 不 等 式 (4.1.2), 当 Ysg€ELt: 时 有 和 fs 所 Fl; 
上: 所, 从 而 fg ESL, 故 式 (2) 有 意义 , 直接 从 定义 4. 3.1 推出 内 
积 有 以 下 性 质 : 

(i 双 钱 性 性 :Cg 分 别 对 了 与 二 是 线性 的 ; 

《ii 对 称 性 ;fg) 一 (站 

(ni) 正定 性 :C71 二 这 0;Cf 让 二 9 全 二 Qa,e.. 

性 质 ( 习 一 Gii) 通 常 称 为 内 积 公理 . 实际 上 ,本 节 中 大 部 分 结果 
仅仅 以 赖 于 内 积 公理 ,而 不 必用 到 内 积 的 定 关 式 (1), 因 而 也 不 用 到 
无 :空间 的 特殊 构成 . 这 就 表明 ,可 以 以 内 积 公理 出 发 .抽象 地 展开 一 
个 内 积 空 间 理论 ,而 不 必 限 于 考虑 1 空间 .这样 的 理论 将 在 “ 泛 函 分 
析 ”课程 中 介绍 . 至 于 现在 .我们 宁愿 考虑 具体 的 模型 元 :， 

向 将 用 到 Helder 不等式 的 以 目的 推论 ; 

Cte lsls, /gE LD, (3) 


即 
[| fedp| 和 | .Pdn| gid. 

不 等 式 (3) 通 常 称 为 Schwarz 不 等 式 . 

4. 3.2 定 久 若 f,gELi,Cf,g) 二 放风 说 与 g 正 交 (或 直 
襟 ), 记 作 疗 |g. 设 人 {p,} CL 上: 是 一 有 限 或 无 限 序列 . 若 当 i 了 关 了 村 
gw; 多 划 称 全; |} 为 正 交 系 ; 若 再 加 上 条 什 | Fi | ;二 1 这 相当 十 
Ci 二 是 熟知 的 民 ronecker 记号 ), 则 称 {12，} 为 标准 正 变 
系 . 若 19， CE 是 一 标准 正 交 系 , 且 每 个 /EL 可 表 为 了 收复 的 
级 数 ， 


f= > cgi (4) 
则 称 1g,} 为 空间 IL 的 标准 正 交 基 , 或 说 i8, + 是 完全 的 标准 正 交 
系 . 
当 展 开 式 (4) 成 立时 ,容易 验证 cc 一 《ff ,8;) ,内 而 展 升 式 (4) 是 
唯一 的 , 称 它 罗 关于 标准 正 交 基 {g, } 的 Fourier 展开 式 , 而 (f/f ,9;) 
称 为 Fourier 系数 . 
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标准 目次 基 可 看 作 是 空间 :中 的 “直角 举 标 系 ” 以 下 定理 从 不 
同 角 度 刻 画 了 标准 正 交 其 的 特征 性 质 . 

4. 3.3 定 尖 设 1g;1 EN CI: 是 一 标准 正 交 系 , 则 以 下 条 
件 互 相等 价 : 

fi) {8 ,是 标准 正 交 基 ; 

《ay {ig ,的 有 限 线性 组 合 之 全 体 在 7 中 稠密 ; 

Qi) 极 太 性 ; 若 了 EL, p(y iEN), 则 二 0,a,e,. 

(iv) Parseval 等 式 : 7 二 Dg 了 全 了 4 

(y) (Cg) 一 Of FCg PNY fg E LD). 

证 和 任 到 EZ, 令 玫 一 > (P08;. 则 由 直接 计算 在 


FF) ={ DF GG) = > ,gp 
7 .1 ?一 | 
F=f = DP) Ppp)) 
1 一 上 
一 >) ] Cf ,Pp,) | 一 (丰产 
r= 


fii=0 of 
= | 2 + | 7 


综合 以 上 三 式 得 到 ， 
IA = (5) 


i A 和 = | Al? KG) 
直接 由 (5),(6) 看 出 00) 一 Gv). 其 次 显然 人 二 (ii). 
(iiy (ii 设 fEL 了 lp(V EN Ye>0, 由 条 件 5i) 有 
8 二 D> 29 使 ‖ 一 gs<s 显然 (/ gr) 一 0, 于 是 
Fi= (CF) fg) 
< 了 一 | 六 | 
这 得 出 |/ := 一 0, 从 而 六 = Dace.. 
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CD => (0) 取 定 AE 由 (5),(6) 有 


Dg = lm 大 用 入 iFi 
可 见 上 式 左 问 级 数 收 侣 . 由 此 推出 , 当 产 袜 m 下 光一 时 有 
IF Ali= | ,p28 


= DIP 一 0. 


Ce 
由 4.1.6, 有 85EL2 使 六 一 二 (2 中 TEN 有 
(用 9 站 = lim(Cfr, 1} 


一 lim{ Sf,g ps, Pi] 
" j=1 


2 


lim Df pCi) 


(人 
这 排出 Cf 一 z) Lp 于 是 由 条 件 5iii? 推 册子 一 gae. ,因此 六 一 
CE， 故 19， 1 是 标准 正 交 基 . 

由 直接 计算 知 以 下 但 等 式 成 立 : 


SS 


由 此 易 验 证 fiv) 之 (vy) 而 (ry) 一 0iv) 是 显然 的 . 于 是 定理 得 证 .| 上 | 
设 19,: iEN) 是 [7 的 标准 正 交 基 1/ gER. 今 人 $ 二 (ff ,8;)， 
下 一 (ge 则 依 4,.3.3 有 


1 Fl 一 [| 之 1 


CI,g) 一 2 上 人 


以 上 两 式 止 是 R" 中 模 长 与 内 积 公式 的 推广 (参看 $4.1(1) 与 本 节 
(1)). 这 充分 显示 出 标准 正 交 基 与 直角 坐标 系 的 类 人 性 ， 
构成 标准 正 交 基 的 具体 步 夫 如 下 : 
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1 选 一 可 数 集 {yy.}CL， CO 且 其 有 
限 线性 组 合 之 全 体 在 L* 中 和 当 开 ? 可 分 时 ,这 样 的 { 久 } 一定 存在 . 

2 用 Schmidt 正 变 化 方法 从 (四 得 让、 村 准 证 光束 (9 ;: 令 
的 一 ppi= gi el ss 

PT 

{gi} 的 有 限 线性 组 合 必 可 天 为 (9,} 的 有 限 线性 组 合 ;因此 由 4. 3.3 
知 1¥ 是 的 标准 正 交 蔡 . 

例 1 在 [一 1.1j 中 ,函数 组 ti: i 一 90,1;2;"…*} 即 可 作为 上 
述 的 {下 }. 用 Schmidt 正 交 化 方法 得 出 一 组 做 项 式 {L(2)}, 它 有 如 下 
通 式 ;: 


了 一 元 | /21 十 lr 9 = 0,] 2, £8) 


称 工 (为 Legendre 多 项 式 ， 
例 2 在 室 间 元 [0,2r 中 , 王 数 系 
1 COs HX Sin nr 
Vor Yn  ， wY 
已 经 是 标准 正 交 系 ( 共 正 交 性 在 数学 分 析 课 程 中 即 己 确立 ). 可 以 指 
明 (《 如 参看 [7,p. 124])， 三 角 多 项 式 之 企 体 在 C[L0o,2r] 中 秽 密 ,从 而 
亦 在 乙 [L0,2r.] 中 釉 审 , 于 是 函数 系 (8) 是 L:[0,2xj 的 标准 正 交 基 . 因 
此 ,每 个 了 ELO， 2 收 伍 的 Fourier 级 数 ， 


子 一 于 十 > cos nr 二 b, sin RT). fly》 


sl C9) 


现在 请 回 到 4. 3. 3 的 证 明 . 设 & 一 cpio 在 式 (6) 中 以 
了 一 上 8 到 代 了 得 出 : 
外 六 一 大和 二 7— gli 1/ elt. 
这 表明 ‖ 太一 六 | ss ‖7 一 gs 县 仅 当 太 = gwa.e. 时 等 号 成 立 .这 
就 得 到 极 有 价值 的 
4.3.4 推 论 设 t.: i1E€N}CL 是 一 标准 正 交 系 ,AE I, 则 
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万 = >) ,U9;)9; 是 函数 集 


工 。 一 (Deg,: cE RU EIEN)) 


中 对 上 的 最 佳 均 方 逼近 , 即 
lf fl min BA— gl 

局 可 看 作 空 间 [7 中 由 向量"P 82,… ,9 张 戌 的 “n 维 平 
面 ” 而 记 是 上 高 了 最近 的 “点 ”, 这 一 解释 有 助 于 理解 4. 3. 2. 

例 3 在 区 间 [一 1,1] 上 求 最 佳 均 方 和 逼近 六 ti) 一 红 十 二 ?的 

解 由 4.3.4, 所 求 二 次 多 项 蕊 为 

Di) = Cf ,Lo 十 【FDC + CF, Le)Ll). C11) 

其 中 工 (2) 估 式 (8): 


= = 3 了 0 = YE C3 一 1). 
v2 


2 
依次 算出 


和 
Cf ,了 一 方 | ， 1 十 1 人 生 + 
3 站 
CT 2 | 一 
六 -nm 2 
_ 3 3 一 1 
0 I ed 
本 -全 
代入 起 (11) 经 台 理 后 得 
6 一 15 15 一 3)， 
PL) = 了 了 1 


~ 0.9624 — 0.5310 £2, 
(与 2 的 图 形 见 图 4-3. 
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人 $4.4 对 Fourier 分 析 的 若干 应 用 


L 积分 及 Lr 空间 理论 在 Fourier 分 析 中 的 应 用 具有 典型 意义 ， 
本 节 所 作 的 初 未 介绍 ,主要 起 说 明 作 用 ,进一步 的 了 解 请 参看 有 关 
Fourier 分 析 的 专门 书籍 . 

鉴于 只 有 容许 使 用 复数 才能 完善 处 理 Fourier 分 析 的 内 容 , 对 
于 本 书 前 面 的 材料 必须 作 如 下 扩充 ,使 之 能 用 于 复 值 函数 : 若 u,v 是 
两 个 几乎 处 处 有 限 的 可 测 实 画 数 , 则 了 一 z+iz 是 几乎 处 处 有 定义 
的 复 值 函数 , 称 它 为 复 可 测 函 和 闭 ; 当 zzE 时 约定 党 了 可 积 ( 亦 世 
作 FE 工 ), 且 规定 其 积分 为 


| fdr = | + iw)dpe = [ udyt 十 | vd 


经 此 扩充 之 后 ,关上 了 工 积分 的 所 有 结果 ,只 要 不 涉及 函数 值 的 大 小 
比较 (如 非 负 性 .单调 性 等 ), 都 可 应 用 于 复 值 可 积 范 数 . 申 数 类 
CX) LXI( 委 pp 渤 0) 自然 亦 作 相应 的 扩充 ,使 之 包括 复 值 函 
数 ， 

车 对 给 定 的 函数 jf ,g 及 几乎 所 有 的 ER， 


页 (六 )》 = | tr 一 ygiydy (C1) 


有 定义 , 则 称 五 为 让 与 g 的 卷 积 , 记 作 产 一 了 上 xf， 

4.4.1 命题 着 积 有 以 下 性 质 : 

(i) 对 称 性 : fxg 二 gg* 丰 

(i) 双 线 性 性 : Fxg 对 与 # 分 别 是 线性 的 . 

(iii) 着 FELIR)( 所 bOI EEL(R) ,MN fxgEeEr’ ,有 
EfxglsS A,feil,. 

(ivy 车 ff,gELABR), 则 xgECCR), 且 
fxgls | Fl: le ;. 
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证 ” 依 定 义 式 (1), 性 质 (i) Gi) 是 明显 的 ,只 需 证 i) 与 (iv). 下 
面 设 A 一 三 * 区 

iii) pp 一 co 的 情况 是 明显 的 ,下 面 设 1 专 记过 0. 利用 Helder 
不 等 式 不 难 验证 (参看 本 章 习 题 1): 


由 ye wel < eh? | fe — lle ldy. 
于 是 由 Fubini 定理 有 
| 人 we = eeolay] dz 


从 


laff | letyyldy J fe ~ 7|*dz 


| 


Lal | le) dy [SE (用 3.2.9) 


elle 站 天 站 区 
由 此 可 见 , 二 ff*g 有 定义 ,是 |, 雪上 ;,|g|,. 
(iv) 由 Schwarz 不 等 式 及 3.2.9 有 


172 
[fe -wel < [| fe — Phdy] hel 
Rn R 
= fllel, 
由 此 可 见 太 一 了 *g 有 定义 ,日 上 41- 所 上 /leg 其 次 ,用 


Schwarz 不 等 式 同 样 得 到 : 
att 十 Do AAC} 


I 


二 18 上 | fcr ry flr lidy 


用 | lf — 0 — fo) ldy, (3.2.9) 


于 是 由 4.2.5 得 出 hECCR). 站 
约定 以 C(1) 记 区 辣 上 vr 次 连续 串 微 渭 数 之 全 体 , 令 C1) 

= M0; 
Cr(R) = CR NM CR) ,0 Er Eo, C2) 


4.4.2 命题 设 fECR)(0 寺 7 二 0),g :下 一 及 在 任何 有 
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限 区 间 上 可 积 ; 则 xg€ECCR), 且 
(fxg = fxg (0 Ri (3) 


证 显然 了 #*# 存在 . 式 (3) 相 当 于 
2 | fe — 3) 有 (yy)dy 一 | Foc 一 yw)g(y)dy, 
这 由 相继 ~ 次 应 用 3.3.6 ii) 得 出 . 品 ] 
4. 4.3 定义 ”车 一 序列 {1g.} 性 LCR) 满 足 条 件 :(i) pq, 之 0 且 
| 9 | 一 ICY nEN): OD Y 6 > 0:lim | cr?dz 一 1, 则 称 9， 


为 及 上 的 逼近 单位 . 

车 以 连续 变量 s 代 震 #;, 以 s 一 so 代 装 nn 一 oo0, 则 4.4.3 定义 出 
允 近 单位 8,. 此 外 为 简单 起 见 限定 p。 之 0( 或 gg, 之 0), 在 一 定 附 
加 奈 件 下 也 可 以 考虑 不 必 非 象 的 列 近 单 位 ， 

4. 4. 4 定理 (Fejér) 设 yg, 是 一 遍 近 单位 . 

0) 车 fFELIABRD),1 所 P00; 则 xp > (7). 

《ii) 若 了 E 工 (RD) 门 五 (R) 并 生 R, limsup | 六 xz 十 2 一 了 (| 
一 0, 则 在 天 上 了 *7 二 太 

以 2, 代 9 有 同样 的 结论 . 

证 ”只 证 Ci),， (i 的 证 明 是 类 似 的 . 令 扩 = x gp; 则 EL 
C4.4.1Ciii3). 由 上 |p, 1 二 1 有 


| 六 Cr) — fxr}| = [fe 一 y}p. Cy dy 一 | fcr)g ,dy 


< [fe —»— fonDle.ndy. 
于 是 类 和 似 于 4.4.10ii) 之 证 有 
fC 一 For) 二 | ez 一 Crylop Cdyi 


一 了 | 起 | az | ez 一 多 Farlep. ydy 


= [gay | [fiz — y) — fryldzr 
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一 | paly dy [re —» 一 F(xr) ldr 


| 


十 | pC dy | — fr) ltdz 
a 


一 Fn 十 Zi. 
YeDmn0 由 425 可 取 人 全 0, 使 
le | Pelyady Sellgl, = 


ly! 让 


固定 此 58;, 依 4.4.3() 有 
1 < | pu Cydy 二 + Aczylodz 


li 总 


一 21 | pdy = 0 ~ oo) 
| 
因此 有 记 一 A 上 ,> 0(n 一 oo), 
例 1 在 (0,1) 上 定义 


p(x) 一 | + exp| 了 二 一 二 | | ， 
然后 令 
P00 = LF (tT) = Or 2 1),， 
p(y) = Pt Wy 0) 
(图 4-4), 可 指明 pEC”(R) (证 明 是 初 图 44 
等 的 ,但 有 些 繁琐 ,请 读者 自己 完成 )， 
置 


pir} = np ng isn = 1,2,. C4) 
则 易 见 pp。 是 一 过 近 单 位 .和 任 给 ETLICR})( 所 pp 20), 令 /一 
xp 则 六 EC”(R) Cd4 4.2)， 且 太一 子 (Led ,4300 这 就 得 出 
结论 ;每 个 FE 已 (RI) 可 前 无 限 次 可 微 王 数 天 逼近 人 (对照 4. 2.3 与 
4. 2, 和 4)， 
例 2 所谓"Weierstrass 核 *WV, 定义 为 ， 


4.4 对 Fourier 分 析 的 阁 十 应 用 139 


对 


W,(x) 一 e-"" ,zxER. (5Y 


Tt 
1 > 
| 全 ,zydz = 一 一 e d= 1: 
R 于 一 
三 1 在 -2 a 
| Wade = 夺 上 16> 0 > oo) 


故 凡是 一 逼近 单位 . 设 一 o < 之 4 之 02 = fa) CC [aa,5]， 
了 一 Xa f= Fx Wi., 则 


f(r) = -全 - eedy 
ee : 
= 碟 "> 《一 Da 人 Dy 
| 去 忆 和 站 一 | yy2tdy 
a (6) 


其 中 Potxr) 是 2 次 多 项 式 . 因 > 了 (LL 而 在 [upe] 上 ,六 可 用 
《63 右 端 组 数 的 部 分 和 和 一致 逼近, 故 在 La,5 上 了 可 用 包 项 式 L* 通 
近 . 于 是 结合 4. 2.3 得 出 : 算 个 /ELria,51 可 用 多 项 式 了 圣 近 . 

例 3 令 g 二 28) Kinng;: 则 4( 美 于 让 0 为 下 近 单 位 ,这 
是 通 近 单位 的 最 简单 的 例子 之 一 ,但 亦 不 失 为 有 用 . 任 给 /EL 上 LR) 
{1 过户 之 00), 今 


了 十 中 
fn) rg) = 让 | fdy. (7) 


由 4.4.16i0 有 | 六 儿 大 | 下 由 444f0 有 太一 (72 
【丰年 口 )， 


4.4.5 定 必 性 给 /EILXR)., 称 
6) 一 | Aczyeredz (£ ER) (8) 
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为 了 的 Fourier 变 式 , 称 映射 7 一 了 为 Fourier 变换 . 
给 定 FE AR). 对 任 给 SER, 由 (8) 有 


171 < fldr = HF, 


因此 上 | 志和 由 3.3.60D 知 fFECCRY. 利用 一 1 = er 得 
2| FE = | AC) — er FE)| 
一 7e 一 | feeds| 


一 Fe 一 [lz 十 joaz| 
< | lice 一 人 + 于 az, 


于 是 由 4.2.5 有 f(8) > 0 (|&| 一 co) 

Fourier 变换 的 一 些 初等 性 质 综 述 如 下 : 

4.4.6 命题 对 了 ,gELR), 以 下 结论 成 立 ; 

(ECGR) FE NA EF ~ O00é| 一 =)， 

(i) 设 六 ez) 一 了 Ce 二 , 则 FG) 一 ewf (8). 

Gii) 车 zf EL , 则 fC6) = i(xftr)) (8). 

(iv) (fxg) 一 了 g, 其 中 左 端 记 * gg 的 Fourier 变 式 . 

证 ”0G) 已 于 前 商 说 明 ; (Gi) Gii) 是 明显 的 , 今 证 (ivy. 由 本 4.1 
(GD 有 一 fxgE2. 因 


[fir — yatye “|drdy 


了 


其 


| eeolay| re 一 ldz 
R nu 


上 天 上 ea< ee， 
故 可 用 Fubini 定理 得 出 ; 


hté) = jidz | fz — yg(ye "dy 


4, 4 对 Reurier 分 析 的 若干 应 用 141 


一 | gCye-way | Fr ye mdz 
R R 


一 gE FE) CY EE R). 口 
4.4.7 反 演 公式 次 六 FEIR),r 在 满足 条 件 
im 下 | Hey ~ fon)ldy = 0, (9) 
则 
fx) 一 去 | CS)eiede C10) 
) 一 冯 上] . 


证 设 玉 , 依 (5), 令 记 == x W,. 
1 证 六 (zy 一 fz). 类似 于 4.4.4 之 证 ,有 


[fx Oo fr) [fe — yr Wy dy 


A [Fr my) Co Fr) WCy)dy 


[EA 


十 | gy .Cydy 十 |FCx)| | WCy)dy 


Eds [El 
= 二, 
其 中 他 人 > 0,g(y) 一 (zx 一 y)}]. 令 
ECr) = | IFrGz yo for) dy, 


Tir 


则 下 对 7 单调 增 ,F(0) = 0.Ye 放 0; 取 8 沁 0, 使 当 rE00,8] 时 
Flr) < 之 er( 用 荣 件 (597). 于 是 


他 
7 = | epodFGn 
= WF 一 | Fydw.c) 
Ey 
< eBW.(6) 一 | srw.cr) 


一 后 [Wyar 二 
请 
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(其 中 用 了 YCr) 所 0 及 分 部 积分 公式 ,参照 § 5.5), 固定 @. 取 4E 
LAR)NMNL™7GR) ,全 |p 一 gz; 之 5e, 则 
1 入 | gCy) — py) IW Cy)dy 十 | 9 .. | Wty)dy. 


13| 之 富 3 
一 六 十 五. 
因 W 为 逼近 单位 , 克 有 五 十 天 一 Da 一 sc) 而 
Ts sup Wl6) 1 有 一 多 < er v2re 
(不 难 用 微分 法 验证 机 ,46) 所 1 vv2mre), 综合 以 上 所 证 , 即 得 


| 天 (人 一 Fr | > On ~ ec)， 
2 证 风 ， = (WY) = 2xW,: 


We) 一 | exp(— ny — iyt dy 
R 


Ei 
/TF 
a iEis 
3 | ee[- lo+ 动 | 一 让 地 
一 exXPC 一 A/d4n’) 《lly 
《严格 的 推导 用 到 复 分 析 ); 


WW (ty) 一 | exp， — 


Ez 上 
一 iyé| ds 
一 | exp| 二 十 iay| 一 iy | 上 


一 2 站 = 2xW, Cy). 
3 用 WWW， 二 2rxW, 及 Fubini 定理 得 出 : 


(rx) 一 [We (yy 
ie 
一 对 | fz 十 yIW, Cydy 
二 由 | fx + dy | 态 (ee wdé 
2 Jn 及 


1 > ait 一 ie 
去 | mles dé | f(z + we dy 
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fw ey Fie 
= | .有 re) Fe)e dé. 


由 (1 有 研一 1x 一 007 ,WV,(8)| 之 1, 平 是 


WE) fF EY] < | CE 
因此 ,将 熔 制 收 敏 定理 用 于 (12? ,并 用 已 证 之 1* 得 
Fe) 一 lim 去 | WwW. Jf (Eyed 


1 1 ie 二 
去 | fe dé. 


(12) 


口 j 


注 在 85.3 中 将 指明 ,在 几乎 所 有 的 xER 满足 条 御 (9) 
《5. 3.7)， 因 此 , 当 ,ELIR) 时 ,对 几乎 所 有 的 x€ER, 反 演 公式 


(10) 成 立 . 
4.4. 和 定 灾 设 AEL[0,2x]. 称 


了 {k} 、 《2 je d 〔 } 
为 2 的 F OUTLET 系 数 3 而 称 级 数 


人 fF ew 


让 二 一 > 


为 子 的 Fourier 级 数 ， 
以 So 记 级 数 (14) 的 “对 称 部 分 和 ”, 即 
(SD) = 了 De yas 01 


| 可 


然后 网 区 了 也 7 了 10 近 克 雪 站 一 1) 的 算术 平均 , 即 
o,f = 二 Se， 下 一 上 .2.… 


二 0 


将 (137.015) 代 A 大 C16) .可 得 出 o,f 的 明显 开 达 式 ， 


1 S$, 六 De 


上 二 让 | 三 由 


pr 3 2 fe sdy 


二 0 和 


| 


(en 天》 ) 


| 


C13) 


£14) 


C15) 


C16) 
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2 
一 | fy)F, xr — ydy, 


其 中 
_ 1 志 可 
FF, (x) 一 pr 人 四 
用 完全 初等 的 计算 可 以 得 出 
F(x) = 5 sin 学 /si 和 | ， A = 12, 
EE 
利用 (18) 得 出 | F,(z)dz 一 1. 利用 (19) 训 验证 
FX) EE rs (于 工人 入 TT)， 
Wn On 1 得 
.i | 2x |” 
sinz < |T 守 | < < 5 【《 工 0), 
又 当 0 委 并 芝 /2 时 siny 六 2xzjr 于 是 当 0 委 工 所 工时 
严 《z 过 1 ， 4Cary2 和 2 1 222 


onx 1 十 《MA (Cr/xn)? 4 十 m3 


C17) 


(18) 


C19) 


(C20) 


4.4.9 定 理 证 FEEz[0,2r(1s 委 记忆 co), 则 了 一 了 7 


若 FECL0,27rj, ft0) = fl27), 则 of 3 f. 


证 设 六 已 扩张 为 R 上 以 2x 为 周期 的 医 数 . 令 廊 = 让利 用 


(C17) 并 注意 | aaz 一 1, 类似 于 4.4.4 之 证 有 


1Pcz) — fn < | (fir 一 六 一 role CwWdy; 
站 


Ee 2 
A) Fdy | fr — ») — fr lde 


[3 下 
一 | FVdy | {ftr oe yo ftrylrdzr 


2 一 号 ax . 
十 | Fwdy | [fix 一 太一 Ar)lodax 


一 太 十 了 
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由 $4.2(4) 有 
lim lf ow fldz = 0 
因此 ,Ye >D, 可 取 3E(0.s) ,使 
n<el Fdy<e 
固定 此 8 估计 I; 


2 一 他 2 
re Fdy | wtf ~ rt Tenlodz 
2 一 全 
= 20 17 已 oody 
一 22 人 | Fdy 


217 If 了 2 :dz 《用 (20)) 


2r+t2 | FN?. | Ea > 0 (nx — oo), 


综 上 所 证 ,得 出 上 一 了 ,一 DC 一 022). 

若 FEC[0:2r], 0) = A270), 则 了 可 设 了 已 扩张 为 R 上 以 2x 
为 周期 的 连续 消 数 . 令 加 一 | ;Ye 产 0, 因 让- 至 连续 ,有 
EC(0,x), 使 当 z,yER,1r- 一 yi 之 3 时 

{fir} Oo fy)| < 


从 


令 估计 
吕 x 一 信 
Dn S| fe fF Ny 
他 2 
=| ,+| = + 
由 全 的 选择 有 


二 
<ef Fdy ee 
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EL 
J <2m | FWdy > 0 (n> 00), 
上 
故 六 法 地 吕 ] 


评 注 


1. ZL’ 空间 理论 的 提出 ,是 试图 将 有 限 维 空间 的 理论 拓展 到 函 
数 空 间 的 -… 系 列 探 索 的 结果 ., Hilbert 在 研究 无 穷 线 性 方程 组 时 , 考 
虑 了 满足 条 件 >，jzol:<z 澡 的 数列 ,这 就 进 到 了 六 空间 的 门槛 ,但 
他 却 末 提出 六 空间 这 -概念 . 紧 接 着 的 一 步 是 由 Schmidt 与 Frechet 
迈 出 的 ,他们 研究 了 空间 性 的 度量 .完备 性 与 可 分 性 . Lebesgue 积分 
创立 之 后 ,正在 创建 无 穷 维 空间 理论 的 数学 察 立即 认识 到 空间 7 
upb] 的 重要 性 ,这 美空 间 与 Fourier 级 数 及 其 他 正 交 展开 相关 ， 
Schmidt 与 Fréchet 在 1907 年 首先 注意 到 从 空间 兰 过 小 到 世 sia yp] 
的 可 能 性 . 几乎 在 同时 ,Riesz 与 Fischet 发 现 了 空 亿 六 与 了 [us5] 之 
间 的 同 构 性 ,这 是 Lebesgue 理论 引 人 注 目的 早期 胜利 之 一 . 至 此 ,过 
渡 到 更 一 般 的 ZL" 空间 内 差 一 小 步 了 ,这 一 步 是 由 Riesz 完成 的 
CI910 年 ). Riesz 证 明了 有 关 7 空间 的 主要 结果 ， 

2. 地 空间 理论 只 不 过 是 本 世纪 和 羞 勃 发 展 起 来 的 蚁 数 空 间 理 
论 的 初 阶 . 包 描 实 变 函数 论 在 内 的 分 析 数 学 的 这 和 发 展 , 愈 来 依依 赖 
于 对 各 种 函数 类 的 系统 考察 . 本 章 所 考察 的 " 疡 了 侈 可 积 阿 数 类 ” 正 是 
具有 广 和 你 应 用 价值 的 函数 类 之 一 .在 分 析 学 中 能 起 重要 作用 的 函数 
奖 ,通常 对 - 定 的 代数 运算 封 轩 ,而且 能 以 适当 方式 引 人 和 人 极限 运算 ， 
因而 具有 某 种 包 少 类 似 于 平常 空间 的 结构 .通过 类 比 及 异 用 几 仙 术 
语 , 消 数 空间 概念 就 此 形成 . 两 数 空间 的 引信 是 数学 思 杞 上 的 一 个 重 
大 突破 . 借助 于 范 数 空间 概念 ,许多 在 直觉 上 极其 简单 明白 的 思想 获 
得 了 深刻 的 应 用 , 旦 导致 几乎 不 可 思议 的 结果 .在 函数 空间 的 框架 
内 ,经 典 分 析 的 一 些 复杂 问题 在 高 度 简化 的 形式 下 得 到 有 效 处 理 . 这 
一 切 太 大 刺激 了 抽象 空间 理论 的 发 展 ,有 关 的 内 容 读者 将 在 涝 函 分 
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析 课 程 中 获得 详细 了 解 .对 于 以 研究 抽象 空 间 为 主要 任务 的 泛 函 分 
折 学 科 的 形成 , 实 变 画 数论 起 了 特殊 的 作用 .在 一 定 意 闪 上 ,可 以 说 
五 窗 间 理论 正 是 从 实 恋 冰 数 论 膛 向 泛 范 分 析 的 桥梁 . 

3. 本 章 对 "7 逼近 "概念 给 予 了 一 定 的 强调 . 应 当 说 , 近 近 方 
法 是 现代 数学 中 最 具 普 遍 价值 的 方法 之 --, 而 在 实 变 函 数论 中 尤为 
重要 . 通常 认为 , 实 变 隔 数 中 考虑 的 集 与 画 数 是 高 度 不 规则 的 ,从 传 
统 的 观点 看 来 简直 是 病态 的 .以 至 无 法 用 熟悉 的 初等 分 析 工 具 加 以 
处 理 . 这 一 不 利 因素 得 以 克服 , 正 有 赖 于 通 近 方法 .例如 ,用 和 间 集 通 近 
可 测 集 ;用 连续 晒 数 和 逼近 可 测 昂 数 ,等 等 .著名 英国 数学 家 Little- 
wood 提出 的 “三 大 原理 "是 很 典型 的 :每 个 可 测 集 近似 十 有 限 个 区 间 
的 并 ;每 个 可 测 映 数 近 似 于 连 悉 旺 数 ;可 测 函 数列 的 收 襄 近似 于 一 至 
收 人 第 .读者 如 能 领会 这 段 话 中 的 深意 ,成 许 不 致 认为 实 变 明 数 格外 驰 
深 搂 象 了 . 

4. 如 我 们 在 3$1.3 中 册 看 到 的 ,下 空间 与 Euclid 空间 的 类 此 
达到 了 相当 完美 的 程度 . 几乎 每 个 Eucjid 几何 的 构 念 与 针 论 玫 可 在 
7 空间 中 获得 相应 的 解释 ,例如 ,在 中 成 立 勾 股 定理 : 若 f ,gE 
Lj 由 的 "直角 和 华 标 系 " 就 
是 标准 正 奖 基 ,在 标准 正 交 基 下 的 范 数 与 内 积 公式 正 是 民 " 中 相应 公 
式 的 推广 . 如 所 熟知 ,给 定 空间 中 -点 xz 及 一 半 面 了 ,可 求 得 PP 上 叭 
一 点 y ;使 它 离 xz 最近,y 就 是 + 在 PP 上 的 正 投影 , 同样 ,车 EL,4 
是 到 的 了 团子 空间 , 则 必 有 8E4 使 | /一 gz 上 ;达到 最 小 (g 是 4 中 对 
了 的 "最 佳 均 方 逼 近 ?), 且 g 也 是 了 在 4 上 的 * 正 投影 "( 这 意味 着 
YPpEA, 有 (tf 一 g) | yp ,所 有 这 些 近 平 直接 的 推广 ,在 工 中 形成 了 
极为 直 寅 旦 其 其 直观 性 的 结构 .因此 :空间 理论 是 高 虎 发 展 且 形 式 
异常 优美 前 数学 理论 之 一 : 它 常 被 用 来 作为 说 明 数 学 的 抽象 化 方法 
户 大 力量 的 典型 俩 证. 当然. 本章 所 介绍 前 产 空间 知识 只 是 最 基本 
的 . 就 是 对 这 部 分 较 初 等 的 内 容 的 理解 与 把 握 , 充 分 运用 熟知 的 几何 
知识 所 提供 的 启示 也 是 关键 的 . 
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7. 
8. 


9, 


习 题 A 


设 frgEMI OO 1 SE p< | | fedr) < elit-| weae， 
设 p gr 二 177 gE IhC 7A: 则 

Nigral i FAH, lels sl,. 
设 0 < AX < ofELR ,NN lm NA,= 71. 
设 gEMTOD CrBCr 了 ae 则 flezl, 宇 4. 
设 ETAXIO 入 户 之 50),4C 忆 区 可 测 , 则 


和 i 
Ir {| ra) + {ira 
没 fEL 人 NL rs oo0<A< 1 二 一 全 十 二. 则 
LF < AN 
设 AX pL CC OOOHPC Lr, 
著 1X 一 00,1 所 之 riCX) 与 77(X) 之 间 是 否 存 在 包含 关系 ? 


证 六 和 了 ai pF) = 站 ed Fex | a 天 人 re) 


一 Or | 天 | ip Fy), 


10, 
11. 
12. 
13. 
14， 


苦 扩 > 天 工人 出 六 全 大 

设 冯 LD ea. 

设 f/f 一 A), 则 存在 和 零 测 集 4 在 4 上 让 注 太 

设 ff gr gp To = 1 fe feth). 

证 | 态 于 -> 和 1 过 记过 2 天 一 ae 则 对 任何 可 误 集 


4CX 有 | Ia 一 | .Lau: 


15， 


区， 
17. 


设 记 一 ACEa.6]), 则 [fam =| fdm (a 的， 


设 2 上方， < o0. 则 Dy 所 必 上 * 收 化 . 
设 pX 过 0 有 户 达 着 fr FE 则 大 FE 若 了 5 


A Me rR on). 


18. 


设 feab1tl 各 p 志 3) ,加 
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rb 
lim| [fz 二 T) 一 -rodr = 0. 
Tid 
19， 设 AELIAR)( 中 寺 户 之 0007, 如 
lim | pe 十 3) 十 Ax)|*dx 一 2 fr) ldz. 


lal 一 


30 设 A4CR mA oo 则 limm(AACA+Tx)) 二 

21， 设 sup |g 上 < olim| gdin 一 Da 二 工 生意 E 工 [ae. 的 , 则 
im| fgdm = 0. 

22. 在 R" 中 引入 阶梯 函数 概念 并 推广 4.2.3 的 结论 . 

23. 设 f> A gr gt Wg ~ (fg) 

24， 设 广 E 严 (0,m), 则 不 等 式 [fCz) 一 sin xJrdx < 4/9 与 不 等 式 
| [As - sos z]'dz < 1/9 不 能 并 立 . 

25. 设 (tf。: mnE Nl 是 L:[a,5] 的 标准 正 交 天, 了 EE ,A C [4 加 可 测 ， 
则 | fim = 5) fm)), wam， 

26。， 车 耻 太 和 天 人 一 192) ET 有 (1g) 《FE) 则 说 序列 
{7 上 弱 卜 侣 于 六 记 作 大 一方 其 天 且 1 乒 由 一 2 由 天 一 7 了 5. 

27.， 设 户 闻 f 且 sup | 所 | :< se 则 六 一 志 

28. 设 {f,) 己 ,所 一 了 .是 盏 一 定 f, 闻 了? 

29. 在 区 间 [0,1] 上 求 最 佳 均 方 理 近 滑 数 f(tx) 一 e7 的 2? 次 专项 式 . 


30， 设 fELD0,2x],; 写 出 了 关于 三 角 晴 数 系 C 见 $4.3(9)) 的 Parseval 
等 式 ， 


习 题 B 


31， 设 A EE MX 各 达 9, 则 
feELS 2D Af 2) < 


32， 设 AX 过 FE A > 0, 则 
Hm FA = FA- 
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33， 说 FigE1H+E) 0 过 六 妇 1 > 1, 则 
BF gl ,| FA+ gy 
34. 设 FEMIX), 车 YYgELi, 有 jeEL, 则 FEL*.， 
35. 把 让 站 EDLi(tn 二 12.00) ,f= Fare: 则 Fr FOLOD)S 
RFE Sp om), . 
6， 设 廊 症 Fae sp 站 六 外 ee ppELN) .pig 
= 1, 则 | f.gdp 一 | fede. 
37， 设 FEL*(04ool(0l 之 pp 之 00) ,p(y) 一 上 zftxzysin zydx, 则 当 
YN yth)— ry) = OY), 
38， 设 FELi[a.86], 则 lim| fn) bin arldr — | "ferydz. 
39， 设 fEln[lawdjhgs: 我 -RR 有 界 训 测 震 以 本 为 周期 , 则 
jim frygtnr)dr 一 让 [ fondr| Etr)dr. 
由 ， 设 :RR 一 及 以 T 为 周期 :1 E LE0,T], 则 
> i 1 
Jim 二 | Adam 一 二 | dm 
41- 设 了 E 天 (RD < 户 扫 oo 则 
Iim 人 ore 二 Ar 31edzr 一 2| [fry "dz, 
[7 A"™ 
42， 设 记 COX fgEF, 当 f 关 gg 时 站 8. 著 1CX) 本 分 , 则 下 是 


43， 设 fEMIX),B > 0 着 ¥Y gELAX), 有 Nf 上 上: 志 BEgji2 则 
Fi 
44， 设 思 RIp， :iEN; 是 2(X) 的 标准 正 交 基 , 则 lp} 一 
ctei 当政 亡 基 由 之 日 时 | rdm 一 on. 
45$、 设 igp, ;是 工 的 标准 正 交 基 , iy,1 是 /7 中 的 标准 正 交 系 , | pg, | 二 
2 9 由 ?en 12,7, 则 人 V} 是 标准 正 交 基 . 
45， 设 人 。!: nN 是 上: 的 标准 正 交 基 .{ 吉 : nf€ N: 是 [中 的 标准 正 


交 系 ，》 9 一步 ,上 之 1, 则 (下 ) 亦 是 标准 正 交 基 . 
47， 设 加 己 12(X) 是 一 无 限 的 标准 正 突 系 . 当 /EL gOY 9 人 € 吕 ) 时 
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二 0,a.e:， 册 对 每 个 fE€EJ 有 序列 {gg.) 乞 而 ,使 得 依 收 化 有 展开 式 


= fy) p,. 
48， 设 f gf GEL (R), 则 x8 = 2r(tfg) . 
49。 设 了 了 ELNR), 如 ELCR), 
50， 设 f,g;fEL'CR), 则 
a 
ji Fridr 一 去 | Fe Ed 


第 五 章 ”微分 论 ，Stieltjes 积分 


本 章 包 含 丙 个 互相 联系 的 课题 . 前 四 节 讨 论 几 类 具有 基本 意义 
的 函数 :单调 函数 ,有 界 变 差 沙 数 、 绝 对 连续 症 数 与 由 函数 ,中 心 问题 
是 考察 其 微分 人 性质 ,因此 通常 称 为 “微分 理论 ,由 于 有 测度 论 及 
Lebesgue 积分 论 这 样 强 有 力 的 工具 可 用 ,微分 论 的 结果 极为 深刻 ; 
关于 工 积 分 的 Newton-Leibniz 公式 的 建立 ,是 这 - -理论 最 有 意义 的 
成 果 . 本 章 后 半 部 分 的 主要 课题 是 Stieltjes 积分 .这 种 积分 原则 上 
可 纳入 Icbesgue 积分 的 框架 之 内 ,但 它 狠 具 特 色 且 应 用 上 颇 为 重 
要 ,因此 值得 专门 考察 . 而 为 使 Stieltjes 积分 有 一 个 合适 的 理论 框 
架 ,广义 测度 概念 是 必要 的 .广义 测度 理论 嵌 容 丰 宦 而 深刻 ,本 章 的 
介绍 只 是 最 初步 的 . 

本 章 中 设 [e' 是 有 限 实 区 间 . 对 于 [La,a] 上 给 定 的 实 函 数 
f(x) ， 常 不 加 说 明 地 认定 在 (一 ce 上 f(x) = Fa 在 (pco) 上 
fr) = (97)， 


3 5.1 单调 函数 


单调 旺 数 是 最 简单 的 实 函 数 之 一 , 它 具 有 一 系列 良好 的 性 池 , 本 
节 主 要 阅 明 ,关于 单调 函数 药 连 续 性 与 可 微 性 有 -- 些 很 强 的 结论 ;为 
得 出 这 些 结 论 , 需 用 到 本 书 前 及 章 的 知识 . 

显然 只 需 考 虑 增 函 数 . 以 下 设 了 是 区 间 [ab 上 的 有 限 增 函 
数 .由 数学 分 析 课 程 知 道 ,f 在 每 点 zz€La,5] 必 存 在 单 侧 极限 
Fr 与 Ar ); 

F(z) = limf(y), f(x ) = limf (3), 

其 中 yx 表示 y 记 xz 且 yy 一 zz;y 丰 z+ 仿 此 .本 节 中 总 约定 当 
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Ty 一 .因此 有 fta ) 一 
fla), fb 二 了 (DP). 当 a 安之 yy 这 时 慎 有 
fa rR SS (1) 
rz ) 一 f(r ) 称 为 了 在 工 处 的 蹊 度 . 显然 ,上 在 > 连续 振子 在 工 
的 牙 度 为 零 , 即 f(x ) 二 (x) 
s.11 定 理 ” 增 晴 数 在 La,5l 上 至 过 有 可 数 个 间 晰 点, 且 只 
能 有 第 -- 类 间断 点 . 
证 谱 口 是 了 的 阿 断 点 之 全 体 , 其 中 显然 只 能 有 第 -类 间断 
点 . 每 个 zED 对 应 一 开 区 间 A 二 (F(x rr 当 x,yED, 
z 之 y 时 ,由 式 (1) 得 出 A. 门 A 二 10. 显然 {如 : xED} 是 一 可 数 集 ， 
因此 帮 亦 为 可 数 集 . Li 
注意 ,5.1.1 只 是 原则 上 肯定 了 增 函 数 具 有 较 好 的 连续 性 项 . 对 
一 个 具体 给 定 的 增 阔 数 /, 未 必 容 易 明确 指出 其 间断 点 集 忆 . 而 且 ， 
号 仍然 可 能 是 很 复杂 的 集 ;特别 , 它 的 点 未 必 能 依 大 小 硕 序 排列 成 一 
个 序列 .下 向 的 例子 很 能 说 明 问 题 . 
例 1 设 D = {zxz,; n€ N}) 忆 RR 是 任 一 可 数 集 . 令 
f(x) = D 2, C2) 


ER 了 


则 易 见 了 是 及 上 的 增 函 数 , 今 指明 了 答 以 五 为 间断 点 集 . 取 定 关 
N, 当 > 工 ， 时 


fT) 一 fxr) 十 2 十 D2, 2 


f(x) 二 2"， 
可 见 FrCzry 送 Crzr2 ”让 了 在 二 间断 .其 次 : 取 定 过 ERAND. 
YY zaE N, 取 yz 使 zzrzyzn 不 出 现在 zy) 中 , 因 
7 一 Fr) 一 21 


< rT) 十 2 *, 
喜 rt) sd TT2 9 令 WW 一 0 得 (xt) 所 fix). 同 理 可 证 
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fr ) 之 f(zx), 因 此 了 在 连续 . 
现在 仍 回 到 一 般 的 增 函 数 六 定义 了 的 踊跃 函数 为 : 
sz = DEFET) 一 Fe 十 Cr) 一 Fr (3) 


Ee 


注意 ,. 册 5.1.1,(3)? 右 端 和 式 至 包含 可 数 个 非 零 项 上 且 衔 项 非 负 ,因此 
它 是 有 意义 的 . 显然 sta) 一 003 当 了 < y 时 


一 (一 人 TAG 一 FE 
和 (C4) 


Ff 一 fr) + fr) fly). 
s, 1,2 定理 ”存在 分 解 一 一 5s, 其 中 是 一 连续 增 消 数 ,s 是 
的 跳跃 函数 . 
证 内需 证 8 二 “ss 是 连续 增 疯 数 . 
1 证 p 间 调 增 . 设 a 守 zy 守则 TD 和 py) sy) 
sr) Fy 一 了 lr): 由 (4), 后 者 等 价 于 
D>) [FET — FE SE fy ) — fz). (5) 


于 


为 证 C35), 只 需 证 ;对 任何 有 限 集 { 厨 } 入 《x,w) 有 
DE) FEY fy) fr). 


这 不 难 利用 式 (1) 推 出 . 
2 证 连续 .不 妨 只 证 q(x) 志 


二 yx) (a 志文 之 如 ,为 此 具 需 证 Dn 
gz) 六 p(x") , 即 A ye(%) 
frT) ~ Flr) 二 szf) s(x), | 
这 由 明显 的 木 等 式 (xT) 一 f(r) 所 
sy 一 sx yz) 推出 . 到 

直观 上 ,了 将 全 部 间断 与 相应 的 图 5-1 


吕 记 往 我们 已 约定) 一 ww) UY Ta 因此 酒 半 时 ET 》 一 ft 
一 aa 二 
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路 度 f(z) 一 f(x ) 转 称 到 了 跳 请 消 数 上 (参看 图 5-1). 

对 于 可 微 性 的 讨论 要 困难 些 , 需 用 到 一 些 精 组 的 测度 论 方法 . 首 
先 给 出 以 下 引进 . 

5. 1.3 Vitali 覆 洲 引 理 设 也 = id} 是 一 长 度 为 正 的 闭 区 加 
族 ,E (CR 有 和 界 ,Y XEE,Y >0,j dED, 使 XEd 且 zxd 之 6, 则 
存在 可 数 个 互 不 相交 的 diED, 使 得 rt 才 Ud) = 二 0, 从 而 

mE YD) md. 

为 行文 简便 起 见 , 约 定 称 5. 1.3 中 的 玫 闻 族 厂 为 集 五 的 一 个 
Vitali 覆盖 . 5. 1.3 表明 , 若 五 是 互 的 Vitali 材 盖 , 则 可 从中 取出 可 
数 个 互 不 相交 的 ,它们 “几乎 敌 盖 ”了 .5.1.3 的 证 明 较 繁 , 放 在 
本 章 之 未 . 

以 下 基本 节 的 中 心 结果 , 它 的 证 明 上 为 繁 烦 , 初 学 者 不 妨 跳 过 
去 ,但 其 结论 简单 明了 ,和 且 后 面 多 次 用 到 ,应 当 记 住 . 

5S. 1.4 定理 (Lebesgue) 增 孜 数 了 在 fa,8] 上 几乎 处 处 可 微 , 且 
FELabl, 


bh 
Wa Crdr SE 了 (2) 一 fa), 《6 


证 不 妨 设 六 严格 增加 (否则 代 以 ftr) 十 xz). 令 


gr) = lim + f(x) 


hc[C 


+ 


记 As= 位 后 La 人 Fx) pliB= {zeE[abj!: pr) 9}, 
Ew 一 A? 门 B,. 显 热 0 世 的 zz) 7) 和 001 广 在 I 可 微 时 JX) 一 
区: 央 此 了 在 了 不 可 微 佐 GT) 之 (7 或 次 (r) 
三 2 者 了 了 的 不 可 微 点 集 N 可 表 为 : 


N={ U EsU (A B). (7) 


凡人 如 昌 


1 对 有 CB 证 mr" (A) 所 pm" 4 为 此 ,只 要 对 任 给 B 计 上 记 ， 
有 和 界 开 集 GG 二 4, 证 mr' f(A 委 BmG( 参 看 $2.508)).¥xEA, 有 
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充分 小 的 4 = [zz 十 Ai] CC 约定 包括 天 20 与 六 所 0 了 两 种 情况 ， 
下 同 ), 使 
[fir Ro fen)| < Blk!. 
所 有 [f(z) ,f(x 十 h)] 这 样 的 区 间 构 成 集 f(A) 的 一 个 Vitali 覆盖 (Cf 
严格 增 用 于 此 !). 由 5.1.3, 可 取出 可 数 个 互 不 相交 的 区 间 入 一 
[flrd rr 十 hi 名 天 0 使 区 FCA) 扫 > mA di = 
rs 十 下 | 和 全, rt 太 之 有 各 | .于 是 
mm f(A) < BD mds ™ Bnl ld < BmG. 


2 对 BCB 证 mw" 了 (BD) 宇 qm'B. 不 入 设 g 六 0. 令 有 4 二 
A(B), 则 要 和 证 者 为 m' 了 (A) 所 glm* A 这 可 将 已 证 的 1° 用 到 反 
函数 广 !: 得 出 ,请 读者 自 证 (注意 避 开 上 了 的 可 数 个 间断 点 ). 

也 证 mmN 一 0 当 记 过 9 时 ,由己 证 的 1 ,2 有 

mfEm) SE pm bm SE 9m’ Ew mf(E,), 
这 推出 pm' Ew 一 gm' Fm; 从 而 mE 一 0. 其次， 
mC fl Be) Sm'B, Sn im'f(B,) 
af Cm fa 0 020), 
总 要 [门卫 一 0. 于 是 由 (7?) 得 出 mm 和 NN 二 0. 

4 ”证 不 等 式 (6). 令 p(x) = mr 一 f(r)](n 二 1， 
2 则 一 ae 可 凡是 [as5j 上 的 非 负 可 测 函 数 .由 
Fatou 定 理 (3. 3. 3), 有 


[fr cdz < lim| pla) dr 
= Jim | [fC A) 一 子 (xz)]d> 
和 大 十 17 = 
= jia 本 | flr)dr — | firydr 
a" lin 四 一 


= lima| fb) 一 上 ceodz | 
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< FB) 一 fla), | 

尽管 5.1.4 确证 了 增 画 数 了 的 不 可 微 点 集 和 N 在 测度 意义 上 是 
微不足道 的 ,但 如 下 岗 所 指明 的 ,NN 仍然 可 能 是 很 复杂 的 集 . 

例 2 设 A 人 CC [au,5j 是 任 一 零 测 集 . 取 开 集 GG 忆 有 4, 使 吉之 
2 一 12 邻 C2) 一 (GG 站 [az]): 则 ,显然 是 连续 增 
函数 , 刀 ip| 之 2 0 二 14,2, ,入 而 f= 二 >)% 是 [a,6] 上 的 连 
续 增 图 数 . 取 和 定 x,.EA.YnEN, 当 | 有 hh| 半 0 充分 小 时 [zoyzry 十 A] 所 
Gtl 去: 上 扫 m). 于 是 由 .的 笔 光 易 见 


fro hk) Oo Flr,) Ptro cA) Oo Pilro) 四 


可 兄 产 (z 二 5. 这 表明 了 在 4 上 每 点 不 可 徽 . 

如 下 网 所 指明 的 , (6) 可 能 为 严格 不 等 式 ， 

例 3 设 己 是 Cantor 集 .定义 了 如下:Y¥Y nEN, 在 PP 的 2"! 个 
长 为 3 的 余 区 间 上 ,了 依次 取 常 数 ， 

2 "03+2 "52 "2 Oo 1)*2 7", 
令 1(0) 二 0; 当 xwEP\I0} 时 令 
f(x) 一 Sup, fy), 

其 中 人 = [0,1J]\P. 容易 看 出 /是 [0,1] 上 的 连续 增 函 数 , 在 G 内 
六 (I) 一 0, 于 是 


1 
| F(trTdr 一 站 <1 一 FL) 一 0). 


Ea 


3 5.2 有 界 变 差 函数 


单调 画 数 类 固然 有 特殊 价值 .但 毕竟 失 之 过 这 ,而 且 和 还 有 一 重大 
襄 陷 :两 个 单调 消 数 的 和 未 必 是 单调 函数 . -个 函数 类 能 否 对 线性 运 
算 ( 即 加 法 和 数 弱 运算 封闭 ,在 现代 分 析 数 学 中 基 全 关 重 要 的 . 因 
此 ,必须 考 虚 比 单调 隐 数 类 更 大 且 对 线性 运算 封闭 的 函数 类 .符合 这 
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一 要 求 的 最 小 的 函数 类 ,就 是 本 节 所 要 介绍 的 "有 界 变 闫 函数 "类 .有 
界 变 凑 函数 保留 了 单调 清 数 的 主要 性 质 : 儿 乎 处 处 可 微 且 导 函 数 LL 
可 积 , 同 时 义 有 一 定 的 广泛 性 ,因而 在 分 析 学 中 占有 重要 地 位 . 
以 下 设 了 上 [as 中 一 R. 当 了 PP 二 {x} 满足 
二 (ji 
时 , 称 卫 是 区 间 [a,8] 的 一 个 分 划 . 约定 
jy = [x = ;Oo Ti 


2) 
laf tx) 一 f(x) 一 fr A = ] ,2 
本 节 及 以 下 儿 节 将 多 次 使 用 这 些 记 号 . 
5. 2. 上 上 定 兴 对 [a,81 的 任 给 分 划 卫 -= {x,}, 令 
TCFP) = DAF (zt; (3) 
Vi(f) = sup VLA,P) (4) 


(上 式 右 端 是 对 [a,5] 的 所 有 可 能 的 分 划 PP 取 上 确 界 ). 称 V*( 让 为 
了 在 [a,6] 上 的 全 变 差 . 著 下 (f) < 0, 则 称 了 为 [a.5] 上 的 有 界 
变 差 范 数 . 

全 变 差 Vf) 与 积分 | fdx 有 着 干 类 似 之 处 .但 它们 的 差别 也 
很 明显 :WCG 恒 存 在 ,六 总 是 非 负 
的 ;V2( 让 对 一般 不 是 线性 的 ,等 

约定 以 BY 或 BVia.5|] 记 
[a;5J 上 的 有 界 变 差 函 数 之 全 体 . 

下 本 指明 了 有 界 变 差 酉 数 的 
直观 意义 . 

例 1 设 昌 线 工 由 方程 = 图 5.2 
fiz)ta 和 工 疡 上 给 定 ,在 工 上 上 硕 次 取 点 A, (zx, f(r)) 
(0 各 和 .14) 对 应 区 间 -a.5j 的 分 划 了 二 {x1( 图 5-2)., 连结 点 
A400 之 委 妇 的 折线 之 长 度 为 > 14 -4 很 自然 地 ,将 上 的 长 s 
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定义 为 
s 一 sup 14.14,] ， 


上 确 界 是 对 所 有 可 能 的 点 组 {A} 到 的 . 车; 过 居 , 则 称 工 为 可 魔 曲 
线 . 因 14 4 一 |Aftzr)|: 十 1Az|*, 状 
IAFCE) | A 4 和 APFz) 十 Ar 
由 此 直接 看 出 :为 可 度 曲 线 汪 FE BV. 
一 般 地 ,车 曲线 工 由 和 参数 方程 
= fy og hi) 
给 定 , 则 工 是 可 上 度 曲 线 千 fg,hEBV( 见 本 章 当 题 6 ). 这 样 ,利用 
有 界 变 差 函数 完全 刻画 了 曲线 的 可 度 性 . 这 一 事实 足以 表明 有 界 变 
差 酒 数 的 重要 性 . 
以 下 命题 综合 了 有 界 变 卷 否 数 的 -: 些 简单 性 质 . 
5.2.2 命题 〈i) 若 JEHY, 刚 了 有 界 . 
ii) 车 fgEBV, 则 了 车 g ,fp€EBY. 
fiiiy 荐 f,gEBV,|g| 守 cc > 0, 风 fi/g EBY. 
(iv) 车,gEBY,. 册 fi 个 ,FYg,fAgEBY. 
证 GY rEta),P 二 {a,x 小 ) 是 [4,8] 的 一 个 分 划 , 因 此 
[A | 和 |) fay| + {fC— f(r) | 
委 | Ja 十 VC 站 ， 
这 表明 上 有 界 . 
(ii) 设 ,gEBV,. 直接 看 出 f 二 gEBV. 设 [fi 守 a.lg| 扎 
{zi 是 [a151 的 任 一 分 划 ,h 二 . 矶 , 则 易 见 
Apr EG BIAFCGN) | + olAg (Cr)|, 
由 此 推出 Wh) 所 BT 门 上 二 apg) ,因此 fg EBY. 
(iiiy 车 | 如 | 之 < 这 0, 则 
1 1 | 
ECX:) ECT 1) | 
这 结合 (ii 得 出 (iii). 


二 3 iAg Cr) |. 
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Cv) 当 EGBV 时 显然 | 站 EBVYW. 余下 的 结论 由 
fVg= 于 (| 太一 g| + fig) 
及 类 似 表达 式 得 出 . 
5.2.3 命题 说 ee 二 < 六 则 了 人 F = VDT. 
证 设 P = {zi 是 [a ,#8 的 一 个 分 划 和 无 ， 刚 
VCOfP) 去 [2 arr) + |fle) — fxs )| | 


二 [flr 一 fey) ist) 1 


V+ Ve). 
这 推出 大 (六 过 VC 门 十 把 (人 门 . 另 一 方面 , 任 给 [ae] 的 分 划 
一 人 0 过 委 8 与 车] 的 分 划 产 一 人 下 过 之 2， 念 
P= {zr: 0 ny， 则 
VA P! pp) Vy < VCf), 
由 此 得 人 把 (十 Ye 站 雪 W( 让 ,十 是 命题 得 证 . 
5. 2. 3 可 与 定 积分 的 可 加 性 类 比 ， 
以 下 是 关于 有 和 界 变 差 函数 的 最 重 枝 的 铺 论 . 
5.2.4 定理 f/fEBY 人 上 尾 两 增 画 数 之 车 
证 其 了 是 增 函 数 , 幅 直接 看 出 及 (站 二 769) 一 f(a), 因 此 
7EBHBY. 这 又 推出 :总 了 是 是 增 函 数 之 差 , 则 7E BYV. 
反之 , 苦 7FEBYV, 令 rz) = Vv 一 一刻 则 == x 一 v. 
车 a 之 yy 这 加, 则 
ny A = 0 (有 5.2.3) 
PC 一 PP = VE Lf) fr] 突 
可 所 fx 圭 六 增 隔 数 . Li 
4. 2. 4 的 意义 在 于 ,利用 它 可 将 关 十 单调 函数 的 - 些 结论 转移 
到 有 界 变 水 果 数 . 例如 有 
s.2.5 推 论 若 FERV. 则 它 有 以 下 性 质 ， 
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(i) 了 至 多 有 可 数 多 个 间断 点 , 旦 只 能 有 第 一 类 间断 点 . 
《ii 有 分 解 了 一 多 十 s9 是 连续 有 界 变 差 函数 ,而 
sz 一 SLE FE + Fer) — Flr), C5) 


CE 

Qi? 广 几 乎 处 处 可 微 , 且 Ef 

证 ”只 需 证 (1). 设 了 = 总 一 内。 订正 是 增 函 数 ,sl,ss 分 别 为 g 与 
记 的 跳 刻 函数 ,网 利 用 上 上 节 式 (3) 看 出 二 5 一 ss 恰 如 式 (5). 而 由 
5.1.2 太 5.2.4 推出 

= (go— $0) — (ho sa) 

是 连续 有 界 变 差 图 数 , 故 了 上 一 多 十 :为 所 求 分解 . 国 

例 2 设 am0zry 一 esinzlt0<c 过 1，r00) 一 人 0 判 
定 了 上 在 区 间 [0,1] 上 是 和 否 为 有 界 变 差 函 数 . 

解 “首先 求 出 广 : 

F(T) = ar sin rw lI x cos X10 I). 


者 心 < 全 1; 则 
| endz > 上 re 
bi 


Bb 

1 
> 上 二 

站 


™ |cos 
=| leos el 7 tgs const 一 oo, 
L 


1 1 。 
cos 一 |dz — al x idzx 
二 a 


1 
cos — |dx — const 
村 


可 见 产 蕊 (3.4.2), 从 而 六 EE BVY(C5. 2.3501i0). 
着 az 人 > 1], 则 由 |. 关 (zl 扫 const* zx” ?看 出 了 EL. 因 了 在 
[9,1j 上 连 妾 , 产 在 (0,1] 上 连续 , 故 用 Newton-Leibniz 公式 得 出 : 


Bac! = Df dz 


< ren 


一 上 《yidzr ， 
其 中 {zx} 是 区 间 [0,1j] 的 一 个 分 划 ( 记 号 依 (2)). 于 是 


162 第 五 齐 ” 捷 分 论 。Stieltjes 积分 


rl 
VC 站 | lf tryldr < ee 


从 而 fEBY. 
本 章 中 将 用 到 有 界 变 差 函 数 的 另 一 种 分 解 C. 设 了 E BV， 
Vf 号 ) 依 式 (3). 令 


VFP) 一 >(AFz Af(W) > 0!; 
VAP = {Aflr): Aflr) < 0}, 


则 
Vi CF P+ VL AP) =VO ,DP), C6) 
VA PY VY (CAp) 一 5) — fla). (7) 
令 
Vi (NN) 一 sup Vs {f,P), (8) 


其 中 上 确 界 是 对 区 间 [uu1657 的 所 有 可 能 的 分 划 玉 取 的 . 分 别称 
Ve 让 与 VW-( 门 为 在 [4a;8] 上 的 正 变 差 与 负 塞 差 . 进而 令 
Pr) 一 Vit nr) 一 了 (三 )， (9) 
CT) 与 n(x) 亦 分 别称 为 了 的 正 变 差 与 负 变 差 . 结 人 台式 (67 一 (9) 得 
出 : 
PT) 十 站 VI = rr); (10) 
Px) 一 nx) 一 (rr) 一 fa). (11) 
5.2.6 定理 车 /EBV, 则 /有 "标准 分 解 ”C11), 其 中 pix) 与 
ntX) 分 别 为 的 正 变 差 与 负 变 差 . 车 有 [a,5] 上 的 增 函 数 p,.n, 使 
Pila) = nta) = Of Cf) = pon) 则 户 一 户 与 
8 一 3 都 是非 负 增 函 数 ， 
证 只 需 证 后 半 部 分 . 因 产 一 户 三 #4 一 x: 玫 只 需 证 一 pp 总 增 
函数 . 设 a 所 a 三 BY E>0, 有 [a,8] 上 有 限 个 互 不 相交 的 区 
间 (ea ,六 ,使 得 


OD 本 他 以 下 内 容 补 次 贺 读 时 可 以 略 去 . 
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VE < >ILA8) 一 wo) 十 t 
< LAPP) — prim) 十 


PB 一 由 Ka) + ie 
这 推出 p87 一 pta) 所 PP (8) 一 {2a), 即 
pla)y — pa) SE PCB) — pOBY. 
这 表明 p, 一 是 Lao] 上 的 增 函 数 . 口 


$5.3 绝对 连续 函数 


本 节 考 虚 一 类 特殊 的 连续 有 踢 变 差 函 数 , 它 被 成 功 地 用 来 解决 
LL 积分 的 Newton-Leibniz 公式 问题 . 
5.3.1 定 义 设 f: [2.6] 一 RR. 车 Y e>0,I 56>0, 当 (a4, 如 ) 是 
La:5] 中 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 且 >) (aa 一 a4) 一 人 时 , 便 有 
HG) — fla)| <e, 


则 说 了 在 [4,5 上 绝对 连续 ， 

约定 以 AC 或 AC [asbj] 记 [a,bj] 上 的 绝对 连续 函数 之 全 体 . 

能 由 定义 直接 得 出 的 绝对 连续 函数 的 性 质 如 下 ; 

5.3.2 命题 (i) 若 fEAC; 则 /是 连续 的 有 界 变 差 函 数 . 

(ii 若 了 ggEAC, 则 卫士 引产 :六 g( 若 18|>>0)| 丰 广 三 ， 
VEAES 等 骨 为 绝对 连续 函数 . 

证 只 证 (ii,kii) 由 读者 自己 证 明 . 没 FE AC, 则 冯 然 了 连续 . 
取 定 >0, 取 65 如 5.3.1. 设 {zx, :0 站 之) 是 [4:8 的 一 个 分 划 ， 
满足 Az, 过 6801 近 委 nm 记号 依 上 节 (27 若 1 0 之 7 也) 是 
7; 的 一 个 分 划 , 赐 自 5.3.1 有 > |AFCE 站 | 之 ,这 得 出 VE CA 去 


DD) 4 


6 因而 WC 过 nt. 
与 绝对 连续 函数 有 关 的 是 另 一 类 更 特殊 的 函数 . 
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5.3.3 定 义 设 天 CCR,/: 科 一 及 .车 存在 常数 二 全 0, 使 得 
[fz fy | Lr yl ry EX), (1) 
则 称 /为 Lipschitz 函数 ,或 说 满足 "Lipschitz 条 位” 
约定 以 Lip 或 Lip(tX) 记 关上 的 Lipschitz 函数 之 全 体 . 
直接 看 出 ; 若 fELip [asbj] , 则 几 EAC. 另 一 方面 ,车 六 在 
[a,b] 上 连 刍 可 微 (Cl! 是 这 类 函数 的 通用 记号 }, 则 必定 AE Lip (请 
证 之 上, 这 样 ,本 音 涉 及 的 几 类 函数 的 相互 关系 如 下 : | 
CLipCACCBYD MACCO, 《2 
其 中 CC,iM4 分 别 记 连 续 函 数 类 与 单调 函数 类 ， 
关于 R 积分 有 如 下 熟知 结论 ;: 若 g 在 La.51] 上 R 可 积 , 则 "不定 
积分 ” 


fr) = [ea (3) 


在 [a,8j] 上 连续 , 旦 在 5 的 连续 点 x 有 (x) 二 g(x), 以 下 是 一 个 
这 齐 得 儿 的 推广 . 

5. 3.4 定 理 设 gELLla,5],f 表 为 式 (3), 则 EAC, 且 
一 中 ae， 

证 1 证 FEAC YE>0O, 由 3.2.8 可 取 人 TD 使 当 。 忆 


[a;8]; me < 人 时 有 [laldm < 6 设 下 一 (Cassy) 是 [ai51 中 着 限 
个 互 不 相交 的 区 间 , >》 mmD < 5， 则 


2 fe) 一 fan)| = > edm| < S| talam 


= | [gldm < €, 
Un 


可 见 f€AC., 
2 证 万 一 gae .E>0, 取 ECEHa,#j,: 使 得 | gh | 1< EE 
(4.2.3). 令 pg 一 上 一 请 ， 


6 (xz) 二 [gr war 之 zx), Cd 
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下 .[z) 仿 此 , 则 怠 ,， : 儿 _ 均 为 增 函 数 , 于 是 由 5. 1.4 有 
hb 
[o. (二 dr 所 硬 ;| 一 | ecodz (5) 


对 _ 有 类 似 不 等 式 . 现在 得 出 以 下 估计 : 
Tg -Ali+ Agl; 


< [| (Eee 一 Cdt |az 十 上 


= [ [B22) 一 本 (zyldz 十 
E00 | [Btr) + (x) dz 十 < 
. 
< | Ig cc +g (dr+e (RS)) 


= | oz)ldz+s (lg = gti yg) 


= |g—Ahl| +e < 2e, 

这 推出 一 g = 0; 即 /== ga.e.. 口 ] 

与 及 积分 论 中 的 类 似 结 论 相 比 ,5. 3. 4 的 应 用 范围 要 广泛 得 多 . 
以 下 例子 大 能 说 明 间 题 , 表 面 上 看 , 它 与 不 定 积分 似 无 关系 . 

例 1 设 有 入 [fa8j,m4 之 5 一, 刚 Y¥e 半 0, 存 在 非 空 开 区 间 
站 CC a8) ,使 (CAMA) 所 ema 

证 ”车 所 述 结 论 不 真 ,; 则 3 闭 0, 对 在 何 非 空 开 区 间 4 CC 
(asd),， 有 mCA 站 mA 六 sma 今 


Fx} — | xdm， 


风 当 a 和 工 二 二 上 5 时 有 
一 下 门人) 
这 推出 当 产 (x) 存在 时 六 (x) 产 忆 于 是 由 5.3.4 有 752 sae， 有 从 
而 ta 一 1a.e. ,这 意味 着 md4 二 5 一 a; 得 出 并 盾 ， 
在 $3.1 中 已 扣 到 关于 民 积 分 的 Newtaon-Leibniz 公式 .在 稍 精 
网 的 形式 下 , 它 可 表述 为 , 着 /在 [a.5] 上 连续 ,f' tz) 在 [a,5] 上 
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存在 {或 至 儿 有 限 个 点 人身 外 ,日 六 在 [as5j 上 R 可 积 ; 则 
jf (x)dr = fb) — fia); 
或 更 一 般 地 ， 
ix) = ftw + | fF ar (a 四 )， C6) 

与 要 求 “ 广 连续 ? 相 比 ,以 上 条 件 已 经 大 大 放宽 .但 要 求 “ 产 为 及 可 
积 " 仍 然 是 -- 个 很 强 的 限制 . 倘 有 用工 积分 ,就 可 得 到 以 下 深刻 得 多 的 
推广 . 

5. 3.5 定理 Newton-Leibniz 公式 (6) 成 立 的 充 要 和 条件 是 /EE 
Aif67 中 的 积分 理解 为 二 入 分 . 


证 ” 若 式 (§) 成 立 , 则 由 5.3.4 知 了 EAC. 
以 下 设 FE AC, 由 5.3.20 六 世子 伪 


Pr) = 了 Cr 一 Fal 一 [x Crydi. 


让 5.3.44p 生 AC, 且 gg 二 0.8.e.. 今 证 yr) 二 0( 这 意味 着 式 (6) 

成 立 ), 为 此 只 需 证 6) 二 04 以 [az 代 [es 即 得 gtr) 一 0). 

Ye>0, 到 8 半 0 如 5.3.1( 但 以 gg 代 户 .到 开 集 忆 ,使 
GOTabl\Vir: g(r) = 00, 

且 mG 之 6, 兰 gg' (zx) 二 0, 则 及 汪 0; 使 得 ¥ yy 和 IT 半 (x 一 有 ,十 

,大 |7ty} 一 了 tx)|i 所 


s| 3 天 | 所 有 如 上 的 区 by 工 
闻 了 与 G 的 构成 区 间 一 全 -Ts es 
起 组 成 [a,b 的 开 姓 盖 ， " 

从 中 取出 有 限 个 区 间 诸 

盖 [a,?] .然后 适当 加 人 图 5-3 


分 点 得 到 [ea ] 的 一 个 
分 划 1z 分 点 的 添加 法 如 图 5-3 所 示 ， 证 二 Cr 1 9 ), 车 TO, 
则 对 某 个 了 二 《zt 一 万 ,Xf 十 上 有 呈 民 (7 一 上 ,或 J (r,t 十 上 )., 于 是 
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Lp = [p60) — HO 二 >) IAP(z) | 
= DAgCr) | 十 Dap)| 
J J 
< ete ml ellt+é — a), 
EG 
这 得 出 9(5) 一 0. 


再 加 到 定理 5. 3.4. 它 问 然 是 一 个 深刻 的 结果 ,但 对 具体 确定 那 
些 使 了 (x) 二 g(x) 的 点 工 , 却 无 所 为 用 .在 很 多 分 析 问 题 ( 例 如 
Fourier 分 析 ) 中 ,需要 用 到 以 下 概念 也 

S. 3. 和 定义 设 gELiiabj. 若 xELa,wi 满足 

lim 到 | eco — gtr)idt = 0, (7) 


则 称 工 为 g 的 Lebesgue 点 ,或 简称 工 -点 . 
8 的 连续 点 显然 是 工 -点 .但 地 -点 未 必 是 连续 点 . 例如 ,Dirichlet 
函数 也 二 加 处 处 不 连续 ,但 它 以 每 个 无 理 点 了 为 工 点 : 


由 
i| DG 一 Dilde = 0 (> 0). 


若是 gg 的 工 点 ;了 了 依 式 (3), 则 当 记 一 0 时 


站 十 再 , 和 寺 巾 
A 2 fCr) ez)| SH lg — gC)ld ~ 0, 


从 而 (x) 二 g(r). 因 此 ,x 为 工 - 点 是 使 


和 人 
二 | scod: 一 g{tr} 


成 立 的 充分 条 件 , 但 并 非 必 要 条 件 . 
5.3.7 定理 设 gEIL Tabj, 则 几乎 所 有 的 xE[La,b5] 是 g 的 
工 -点 ， 


红 ) 本 节 凡 于 内 容 在 第 -次 阅读 时 可 略 去 . 
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证 令 册 一 {re EN}) ,A, 是 使 
人 lee 一 mld = leco —n 


dx jj。 
不 成 立 的 点 之 全 体 , 则 由 5.3.4 有 mA 二 0 (nxn 二 1,2,…); 从 而 A 
一 U A, 是 零 测 集 . 若 zE [aygtzy 天 ce, 刚 


十 让 
[im al [gt2) 一 gir) 1dr 
出 4 h 工 一 相 
一 内 
< inf[fmz| la) ~ rldt + 2lgCr) — rl | 
no 


= inf 4Ig(z) —r,| = 9, 
可 见 x 是 gg 的 下 点， 器] 


人 8§ 5.4 凸 函 数 


本 节 介 绍 的 凸 贡 数 ,与 单调 尊 数 .绝对 连续 画 数 有 密切 的 联系 . 
分 析 学 中 的 许多 问题 与 凸 函 数 有 关 ., 而 近年 来 凸 分 析 理 论 的 深入 发 
展 与 三 演 应 用 ,大 大 激发 了 对 凸 函 数 的 研究 兴趣 . 对 证 函数 有 某 种 程 
度 的 了 解 ,显然 是 于 分 必要 的 . 

本 节约 定 7 了 CR 是 一 区 间 ( 闻 或 闭 的 ,或 六 团 的 ),/: 一 RR， 
T= [0,1]: YiEJ,Mr i 记 1l—ti. 

5.4.1 定 兴 苦 WYroyET gtE 成 立 

fry) +t f(y), (C1) 

则 称 广 为 上 的 同 国 数 . 若 当 开关 yfE {0,1) 时 , (1) 醒 为 严格 不 等 
式 , 则 称 了 为 产 格 凸 函 数 , 苦 一 上 了 为止 (或 严格 凸 ? 琢 数 , 则 称 节 为 耻 
《或 严格 征 ) 国 数 ， 

设 zx 一 》， 则 条 件 人 1) 相 当 于 


Sf) rey). 《2》 
~ 一 


ft) Sf 1 
一 


车 广 为 凸 函数 , 则 用 归纳 法 易 将 不 等 式 (1) 推 广 为 
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ft) < 2 tH), C3) 


其 中 尺 EJ ,ziET(C 入 让 攻 RD)， 了》 15 一 1.(3) 通 常 称 为 Jensen 不 等 
式 . 
对 于 连续 函数 ,可 将 凸 性 条 件 (1) 减 弱 为 ， 


EF) SHLD + Ap]zye 工 (4) 


5. 4.2 定理 若 了 连续 且 满 足 条 件 (4) , 则 了 是 是 函数 . 
证 ”以 了 记 使 (1) 对 任何 x,yE1 满足 的 :EJ 之 全 体 , 则 0,1， 
1/2ET.Y dET, 令 ft 二 全 十 二 )72, 则 对 任 给 zy 人 和 了 有 


flrirt'y) = /| (HT 二 二 y) = 【ta 和 十 fey) 


所 RAGE 十 9) 十 (fax 十 总? 


< [fx) EF + fr) + fy)] 


= tf(x) + fy), 
可 见 z€EZT', 由 此 推出 十 在 J 中 稠密 . 
给 定 zx;y 人 1 了 ,tJ. 取 ET ,使 ;一 则 
frtty) = lim Fr ty) 


ss lim[t ff Cr) + ty) 


= tr) fly), 

这 表明 是 凸 函数 . 吕 ] 

车子 不 连续 , 则 条 件 54) 不 足以 保证 为止 图 数 . 

凸 函 数 有 一 系列 很 特殊 的 性 质 ， 

5. 4.3 定理 若 了 上 是 了 上 的 凸 函 数 , 则 了 在 了 上 内 部 的 任何 所 区 
间 [4,58] 上 为 Lipschitz 函数 . 

证 在 I 内 部 取 闭 区 间 [a,Bj], 使 [a ,56]Cta, 刀 ). 

1 证 让 在 [a;,8] 上 有 和 界 ,Y xE€E[La,B8], 由 2) 有 
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站 本 局 Ea) 十 过 二 27(p) 


< max {fa}, fA), 
可 见 了 在 [ae;8] 上 有 上 上 界 , 若 了 在 [ea,8] 上 下 方 无 界 , 则 有 x, 所 
fa,8] 使 fx) 一 一 20. 可 设 x zo 且 不 恩 设 Xxxo. 取 xE 
CrosB)Y, 则 


/0 mf +/ | = ~. 


月 8 
得 出 矛盾 . 
2 桶 好 全 0 人 合 LACri 委 Me SS 科 有 .次 和 所 了 < 所 
5, 划 用 不 等 式 (2) 得 


fr) < 乓 汪 于 
一 


FE fl SA 一 = 


I 


ELf(a) 一 f(y)) 


. 2M 
a) 
同 理 可 得 
fy) 一 fx) 之 邱 一 [fCBY 一 fl) 
MM 
< i 一 并)， 


令 工 = maxf2aya 一 ay2M703 一 六 } ,出 
[fr 一 和 了 之 一 > CCV zy E [ao) 
这 表明 ELip[a,bl] 口 
值得 注意 的 是 ,即使 上 在 团 区 间 了 工 上 为 凸 医 数 ,也 不 能 保证 革 在 
1 上 满足 Lipschitz 条 件 . 
例 1 设 f(r) 二 一 wx, 则 了 在 L0;co) 上 为 凸 卫 数 ( 这 可 由 
疡 (zx) 六 上 0 得 出 ). 取 二 二 人 一 Cn 十 1) (一 1 2), 则 
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fir) Flys) 


Te 


_ 1 
Vr t+ Vy 


十] 四 
= 六 


这 表明 了 上 在 [0.1j 上 不 满足 Lipschitz 条 件 ， 

结合 5.4.3 与 上 节 的 结果 得 出 ， 

5. 4.4 推 论 设 广 在 1 上 为 凸 函数 . 则 

ti) 子 在 了 内 部 的 每 个 闭 区 间 上 绝对 连续 .在 了 内部 过 续 . 

(ii 子 在 了 上 玫 乎 处 处 可 微 . 下 产 在 了 内 部 任何 闭 区 间 上 工本 
积 . 

《iii) 设 rm 是 工 的 内 点 , 则 成 立 


fer) = fixo) 十 上 fr Cdr. (5) 


注意 ,即使 了 在 闭 区 间 工 上 为 曲 画 数 , 上 也 未 必 在 端点 连续 , 便 
如 ,上 一 和 = 显然 在 [0,1] 王 为 是 丽 数 , 但 在 + 二 1 处 不 连续 . 

就 是 函数 的 连续 性 而 言 , 对 5. 4.4 已 提 不 出 什么 改进 了 . 查 
5.4.4 对 凸 双 数 的 微分 性 质 所 提供 的 信息 还 远 远 不 够 . 下 面 是 更 精 
细 的 结果 ， 

$5.4.5 定 理 设 了 上 是 上 上 的 古 蜡 数 . 

(0D 著 了 为 了 的 内 点 , 则 左 、 右 导数 六 (xz) 与 (x) 展 存 在 . 

i) 车 5,z 是 了 的 内 点 且 xz 之 z, 邮 

Fr EE Fr) Ef (2). (6) 
因此 与 疡 在 7 内 部 为 增 函 数 , 广 在 了 内 部 有 定义 的 点 集 上 为 增 隐 
数 ， 

iii) 车 下 可 微 ; 则 产 在 了 内 部 为 连续 增 画 数 : 挛 在 了 上 几乎 处 
处 存在 , 且 六 守 0,a.e.. 

证 设 x,y,z 是 了 的 内 点 ,Xx 之 yw 二 zz, 则 利用 不 等 式 (2) 不 难 
推出 

fy) 一 f(z) 二 f(z) — Fr) 二- F{z) 一 FY 


YC 一 工 和 一 于 人 ZYy 


《7 
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(GD (7) 表 明 当 工 辣 定 时 并 吕 二 人 2 


单调 增 , 因 此 产 (z) 与 阁 (z) 均 存在 . 
(i1) 在 (7? 中 令 了 工人 yz 得 广 (?) 夺 f+Cy). 这 .“… 不 等 式 自 
然 亦 适 用 于 (x) 所 产 (z). 在 (7? 中 令 yx 得 


和 分别 计 yy 过 工 与 和 2 工 


三 zt) 二 (2) 一 /CD ， 
之 一 
戎 用 (7) 得 
fi 7) 二 HA. 


在 以 上 不 等 式 中 令 yz 得 (Cr) 委 f(z)， 

dii) 车 可 微 , 则 由 已 证 之 (i) 知 产 在 了 内 部 为 增 函 数 . 从 数学 
分 析 课 程 熟知 ,了 具有 介 值 性 质 , 即 当 让 在 [a,5] 上 可 微 时 ,在 
[asb] 上 产 (z) 取 得 介 于 产 2) 与 产 以 ) 之 间 的 一 切 值 . 因此 六 不 能 
有 第 一 类 间断 点 . 这 就 得 出 了 在 了 内 部 连续 . 余下 结论 由 5.1.4 得 
出 . . I 


$5.5 Riemann-Stieltjes 积 


在 熟悉 了 若干 重要 函数 类 之 后 ,现在 叉 回 到 本 书 重 点 考虑 的 积 
分 问题 . 

本 节 所 考虑 的 积分 是 Riemann 定 积 分 的 一 种 推广 , 它 在 很 多 数 
学 问题 中 以 自然 的 形式 出 现 . 以 下 就 是 一 个 例子 . 设 工 是 由 方程 
y 二 glxyta 所 工 过 站 ) 纵 定 的 平面 曲线 ,P(x,y) 是 定义 于 L 上 的 孙 
数 , 令 了 (zy = 一 Prgkry) 从 微 积 分 学 中 熟知 ,曲线 积分 


| Pce,y?dy 定 义 为， 
|Pc ,YJdy 一 lim DI PE, DY 


一 lim >)f (SAg (Cr), (1) 
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其 中 {x;} 是 区 间 [a;6] 的 任 一 分 划 , 人 ELDz yz] 一 有 人) yw 一 
gt) 一 区 (TD 一生 (FT Ei 2 ,极限 是 对 max (zi 一:-1) 


0 取 的 . 形 如 (1) 的 “和 式 极 眼 ” 还 出 现在 其 他 许多 问题 中 ,将 其 概括 
为 某 种 形式 的 积分 是 有 价值 的 . 
以 下 设 fg : [fasbj] 习 RR, 沿 用 $5.2 所 约定 的 记号 ( 参 春 8 5.2 
{2)). 
5.5.1 定 义 对 La,5] 的 任 红 分 刘 忆 二 {zc.) 及 取 点 二 EJ 二 
[zz 作成 和 式 
SrC8) = 地 87C6D)AgCzD， (2) 
令 41 二 max At。 车 极限 lim Sr(f,g) 存 在 且 有 限 , 则 称 它 为 “函数 对 ” 
《了 f,g) 在 区 间 [ez] 上 的 Riemann-Stieltjes 积分 ,简称 为 RS 积分 ， 
记 作 
上 de 或 | Aceydgez)， 
即 
| Feedgce 一 lim > TS Ag Cc). C3) 
利用 以 上 定义 ,现在 可 将 式 (1) 表 为 ; 
[Peray 一 | Poe,g rdg Cr). 


积分 | fdg 的 几 种 特殊 情况 如 下 ， 
1 车 gCz) = z, 则 | ae 就 是 R 积分 | f(x)dz. 可 见 RS 积分 


涵盖 了 R 积分 . 一 般 地 , 当 & 是 增 函数 时 ,积分 | /dg 与 R 积分 | fdz 
有 更 多 的 类 似 之 处 . 
2 车 glz) 圭 const, 则 显然 | fdg 二 0. 


3” 若 ftz) = c, 则 由 (3) 有 | fdg = clg 66) 一 g(a)]. 
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在 式 (3) 中 ,函数 也 与 所 明显 地 处 于 不 对 称 的 地 位 . 但 实际 上 ， 
在 与 积分 | fdg 的 关系 上 .f 与 & 有 某 种 对 称 性 ,这 表现 于 以 下 的 分 
部 积分 公式 ， 


| fag = fg | — say， Cd) 
只 要 式 () 中 两 个 RS 积分 之 一 存在 ; 另 一 个 就 必定 存在 . 公式 4) 的 
证 明 如 下 ; 设 
一 二 0 SS 9 过 i 
则 -- 个 初等 的 演算 得 出 等 式 
Pf éVag Cr) 一 站 | -- Da dA), (5》 


其 中 A105) 二 有) 一 了 65). 显然 和 ax 一 交合 max(e 
一 1) {可 能 出 现 台 二 中 时 (5) 厂 问 和 式 出 现 --- 些 零 项 ). 若 
| fag 或 | gdf 存在 , 则 (5) 两 边 同 时 取 极 限 即 得 出 (4). 

由 于 有 公式 (4}) 可 用 ,有 关 RS 积分 的 结论 都 是 “成 对 "的 ;每 个 
关于 | fdg 的 命题 建立 之 后 ,交换 / 与 8 的 地 位 .就 得 出 一 个 对 偶 


的 命题 . 下 面 就 是 一 个 例子 . 
5.5.2 定理 设 recCr[e:p]gEBVLap 或 了 EBVie .bgE 


CLa bj, 则 积分 | 7ag 与 | gdf 均 存在 . 


证 “只 需 对 /ecC[e ,人 ,geEBV-eO] 证 | ma 存在 , 由 5. 2.4， 


又 不 妨 设 是 增 函 数 . 类 似 于 民 积分 ,可 指明 [fdg 存在 的 充 要 条 件 
是 
lim > wAg(lr) = 0, C6) 


其 中 ragtz) 依 5.5.1, 而 wm 是 二 在册 = [oz 上 的 振幅 , 即 
“= sup [fir) — fy) |. 


5.5 RRiemann-Stieltjes 各 分 工 了 5 


> WAg(z,) SE max o> Ag(lz.) 
< max w, Vitg), 


而 由 了 在 [ua.58] 上 一 致 连续 推出 max or OA 0), 故 条 件 c6) 满 


足 .因此 积分 | fdg 存在 . 口 
由 于 RS 积分 的 构造 类 做 于 及 积分 ,将 有 积分 的 . 些 性 质 ( 参 
考 § 3. 1 中 所 述 的 性 质 (R)~-(R,)) 推 广 于 RS 积分 是 很 自然 的 ; 以 
下 命题 综合 了 基本 的 结论 . 
5.5.3 命题 RS 积分 有 以 下 性 质 ， 


6G7 双 线性 性 :积分 | fdg 分 别 对 与 g 是 线性 的 , 邯 
[af + ppdg = ol fdg + B| 9 dg’ 
| dtag 二 所) = «| fdg 十 a| fdh, 
其 中 a. E RR, 候 定 等 式 右 端的 积分 都 存在 - 
(ii 可 各 性 : 设 | fdg 存在 ,a < <<, 则 
| /ag = {jag + {sag. (7) 
(ii 车 | fdg 存在 , 则 
| fag 
fir) 积分 与 极限 互 换 : 若 六 和 Cheap 一 1 2 二 所 
BV[a,b], f, 直方 则 


< SUP ， | .FPCzy|T CD)。 (8) 


tin] fee = | fa 


让 明基 直接 的 , 留 给 读者 帮 为 练习 - 
对 于 5.5.3 中 的 “可 加 性 ”, 可 能 容易 忽略 与 R 积分 的 -~ 个 差 
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别 :即使 | /dg 与 | fdg 都 存在 ,| fdg 亦 可 能 不 存在 .这 种 似乎 难以 
置信 的 现象 出 现存 函数 /,g 极 简单 的 场合 - 
例 1 设 了 三 Xon*g 一 No 直接 看 出 


| fag 二 0= | fag. 


今 指明 | fag 不 存在 . 取 [ 一 1,1] 的 分 划一 {xz), 使 0 € (ze 
Ta SEE i), 则 依 式 (2) 有 
pf ,8) — Ie). 
泽 可 取 Ex 使 FE) 一 1;, 亦 可 使 fit) 一 六, 夏 limsne 六 ge) 不 存在 ， 
从 而 积分 | /dg 不 存在 . 
如 此 简单 的 病态 例子 的 出 现 , 不 能 不 唤起 我 们 的 警觉 :处 理 RS 
积分 需要 更 杀 的 小 心 ,以 免 盲目 类 比 于 RR 积分 而 陷 人 焉 误 . 
在 适当 条 忻 下 ,RS 积分 可 化 为 L 积分 . 
5.5.4 定理 设 gEAC;f 连续 或 EBV, 则 
[fae = [fg' dm. (9) 
证 ”在 所 给 条 人 忻 下 ,由 5.5.2 及 5.3.5 知 式 (9) 两 端 积分 均 存 
在 .YeD>0: 取 > 盖 0, 使 当 EC[ap]ryyE[e 的 ,| 工 一 | < 全 
时 | Fa) 一 fr) <e Be [a me < so 时 | Jg' |dm < 
取 [a.5j] 的 分 划 {z,} ,使 A 二 max Ax < 作风 


> frag (x) 一 | fa’ dm 


和 2 


<2 fey) 一 | fe' dm | 
一 之 je ace — | i dm (用 5.3.5) 


< S| fe — fon) le' Ca)ldz. 
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车 六 连续 , 则 
peeD), la ldm= cle, 
若 FE BV , 则 
p< vs, Df gm < eVief). 
在 这 两 种 情况 下 都 有 DD -> 0(X -> 0). 于 是 
[ag = tim Bf)ag cs) = {fe' am. 口 
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上 节 所 介绍 的 RS 积分 ,实际 上 是 一 种 更 一 般 的 积分 的 特殊 情 
况 , 后 者 建立 在 所 请 广义 测 彰 的 基础 上 . 

直到 现在 为 止 ,我 们 都 限定 测度 非 负 , 在 将 测度 看 作 长 度 、 面 积 
与 体积 的 推广 这 种 意义 寺 , 这 是 很 自然 的 .但 从 其 他 角度 考虑 ,就 不 


那么 合理 了 . 例如 ,只 要 积分 | /4x 存在, 集 酉 数 4 一 v4 = | fdx 
就 是 一 可 加 的 ,内 ， 亿 = 0( 参 看 3. 2.6), 但 v4 可 能 取 负 值 . 如 能 将 
这 样 的 v 也 纳入 测度 论 的 研究 对 象 之 内 , 则 可 望 得 到 -个 应 用 范围 
更 广 的 理论 . 

以 下 设 CX ,27) 是 给 定 的 可 测 空 间 ( 参 看 2.2.1), 车 457 是 
可 数 个 瑟 不 相交 的 集 , 则 约定 说 4 一 UA, 是 入 的 一 个 分 解 C 

5.6.1 定义 若 一 函数 : -2 一 下 满足 条 件 ， 

(i) vy = 0; 

(Ci 寻 AE-3Y 的 任 … 分 解 A4 二 UA 有 


这 说 法 并 不 很 通行 ,因此 仅 汇 于 本 章 的 制 下 学 分 使 用 . 
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vA = DA,, C1) 


则 称 y 为 下 或 -< 下 的 一 个 广义 测度 ， 
除了 允许"* 取 负 值 这 一 点 之 外 ,5.6.1 与 测度 的 定义 并 无 不 同 . 
但 正 是 "可 能 取 负 值 这 一 点 导致 一 个 更 复杂 的 理论 . 
条 件 4i2 有 两 个 极 重 要 的 推论 ,必须 切 上 指出 . 首先 ,> 不 能 既 取 
到 = ,又 取 刘 一 2 事实 上 ,着 v4 一 2 二 一 00, 则 从 
vA = vAN BFrAN\B) = om 
排出 4 门 五) = 0 或 4104\B) 二 吕 _; 同 理 有 vB 个 4) 二 =o 或 
WA\B) 二 一 00. 两 者 综合 起 来 得 出 vcA\B) = ,vv(B\A) 一 
一 9, 但 这 使 等 式 yOCAAB) 二 yCANB) 十 v(B\A) 失 去 意义 . 其 次 ,将 
式 C1) 中 vv 有限 , 则 其 石 端 级 数 收 人 唐 且 与 各 项 顺序 无 关 , 因 而 级 数 
> v4 必定 绝对 收 化 . 
例 1 设 4.4 是 -上 的 测 广 ,其 中 至 少 一 个 为 有 限 ,a,8ER. 
则 gpg 十 B84 显然 是 广义 测度 ， 
由 此 可 见 , 为 了 能 对 测度 进行 线性 运算 ,引进 广义 测度 也 是 必要 
的 ， 
测度 的 一 部 分 性 质 ( 参 看 2.2.3)? 可 推广 于 广义 测度 . 
5.6.2 命题 设 v 是 .上 的 广义 测度 , 则 它 有 以 下 性 质 : 
(和 车 有 BEY ,4 访 B8.vB 有 限 , 则 vA 亦 有 限 . 
(ii 是 减 性 ;着 4,BE.2 .4 民有 ,vA 有 限 , 则 
BA) = vB vA. 
(iii》 下 连续 性 ; 设 {4} 局 是 一 升 列 , 则 
YU dA) = lim +A,. 
(iv) 上 和 连续 性 : 设 和 {4,1 民 .3 蚌 一 降 列 ,是 |vAi 过 0, 则 
"Nn .2 一 lim pA,. 
让 明 类 似 于 2.2.3( 留 作 练 本). 
5.6.3 定义 设 b 是 . 咏 上 的 广义 测度 .车 BEY , 当 B4 
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万 .7 时 有 5254 六 0( 或 vd4 二 0), 则 称 吾 为 ， 的 正 集 (或 负 集 ). 车 
一 PUN 是 一 分 解 , 其 中 与 和 NN 分别 为 vy 的 正 集 与 负 集 , 则 称 此 
分 解 为 vv 的 Hahn 分 解 . 

PP 是 sb 的 正 集 实际 上 太 当 于 :wv 限制 在 了 上 ( 即 v 限制 在 1AE 
-A :AC PP} 上) 是 一 个 测度 ;NN 是 2 的 负 集 则 相当 于 一 "限制 在 六 
上 是 一 个 测度 .无 二 PLN 为 Hahn 分 解 在 某 种 意义 上 意味 着 ,已 与 
NN 分别 为 "最 大 的 " 正 集 与 负 集 . 


例 2 没 p 是 上 的 测度 , /EMCX)， | au 存在 . 则 自 


v4 一 | fdaca Er) 定义 出 -个 -sz 于 的 广 广 测度 v( 参 看 3.2. 


DD) 人 令 记 二 (FON- 二 P 户 , 则 了 二 PUN 显然 是 tv 的 … 个 
Hahn 分 解 . 其 次 ,XX 一 Xi OUSECFS 的 亦 为 的 Hahn 分 解 ， 
可 见 Hahn 分 解 未 必 是 唯一 的 . 

以 下 是 关于 广义 测度 的 最 重要 的 结果 之 一 ， 

5. 6. 4 Hahn 分 解 定 理 设 v 是 -上 的 广 福 测度 . 则 5 的 Hahn 
分 解 必 存 在 .车 站 二 PUN.CG 一生 2) 是 "的 两 个 Hahn 分 解 , 串 对 
任 给 A4E.3 有 

vAN PY = AN PY) ANN) = vA NN Ni). 

定理 的 证 明 放 在 最 后 一 节 . 

Hahn 分 解 的 意 久 在于; 它 引出 广 芯 测度 表 为 两 测度 之 闫 的 一 

5.6.3 定 义 设 y 是 ,党 的 广义 铀 度 , 一 了 UN 是 vy 芍 一 个 
Habn 分 解 . 任 给 AE .LY , 令 

vA 人 Nv A= rN ND). (C2) 

分 别称 vv 与 v 为 的 下 变 差 与 负 变 差 , 而 称 ]»| 一 让 十 1 为 xv 的 全 

不 难 直 接 验 证 ,vw sv 与 jz 都 是 .2 上 的 测 科 ,日 5.6.14 的 后 半 
部 分 表明 一, (应 而 lz 的 定 六 与 分 解 天 一 了 UN 的 选择 无 关 . 由 
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式 (2) 得 出 ,对 任 给 4E.e 有 
vA = vANMNP+reANNMDS= A 4， 
旺 
v=， (3) 
这 正 是 我 们 斯 期 望 的 分 解 , 称 之 为 z 的 Jordan 分 解 . 
若 PN 依 例 2, 则 对 任 给 AEA 有 


”4A=xaNnr)=| Fax = | 广 dx 
EE A 
同 理 上 4 二 | 广 dy, 因而 

vAy = Ay A= | zae 


这 样 ,v* ,vw ,|v| 恰 好 对 应 于 广 , 广 ,| 了 ;而 Jordan 分 解 53) 正好 对 
应 于 分 解 了 二 广 一 广 (参照 82.3(05)). 这 种 对 应 为 展开 广义 测度 
理论 所 供 了 主要 的 启示 ,读者 务必 细 加 体会 . 

有 时 需 用 到 对 |v| 的 如 下 等 价 表 示 . 

5. 6.6 定理 设 v 是 27 上 的 广义 测度 , 则 以 下 结论 成 立 ; 

1 |y41 等 |)04Eee) 是 有 此 性 质 的 最 小 测度 、 

(ii |z| C4) = sup! > v4 4 一 WUad, 是 4 的 分 解 | ,4E 
A . 

证 到 定 AE 与 的 Hahn 分解 X=PUN. 

(1) 显然 |vAi 所 |v1(4). 若 上 是 避 上 的 测度 且 满 足 1yB| 志 
£2B(Y BE }, 则 

|v CA}Y 二 vA 二 vv A=vANPI vANN) 
SAANN PAANN) = pA, 

可 见 || 拔 并 

Gi) 国定 4E- 史 ,以 由 记 要 证 等 式 之 右 端 . 国 44 三 (4 门 忆 ? 同 
(4 站 N) 是 二 的 一 个 分 解 , 故 

24 = NA 门 关 1 十 4 门 N 有 
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若 4 二 UA, 是 4 的 任 一 分 解 , 则 
fA, SE DNA) = Iv (tA), 
这 推出 有 8 过 |v| (4). 因 此 所 证 等 式 成 立 . 口 
Jordan 分 解 v = vs 的 作用 在 于 : 某 些 对 测度 适用 的 概念 与 
结论 ,可 能 循 此 分 解 推广 于 广义 测度 . 积分 概念 的 以 下 推广 就 是 如 
此 . 
5.6.7 定义 设 s 是 .27 上 的 广义 测度 ,FEL'(iv|). 称 
| yu = | fa — | ar C4) 
为 了 在 世上 对 广义 测度 ,的 积分 ， 
由 jv| 二 只 十 ， 不 难 推 出 
| Inidabl = Flaw + | Hier (5) 
下 x 于 
( 先 对 简单 函数 证 明 , 然 后 用 Levi 定理 过 渡 到 一 般 情 况 》, 因 此 由 上 
EPi(lh 推 出 FEPor3mzto >》 页 趟 (4) 中 的 积分 存在 且 有 限 . 
L 积分 的 许多 性 质 , 如 线性 性 .可 加 性 .下 连续 性 与 上 连续 性 、 
控制 收 敏 定理 .绝对 连续 性 等 ,通过 定义 式 (4) 可 自然 地 推广 于 对 广 
义 测 度 的 积分 ,这 些 概 不 细 述 . 读者 如 能 独立 写 出 所 有 这 些 推广 及 其 
证 明 ,将 是 一 个 很 好 的 练习 . 此 处 ,我 们 仅 证 明 很 有 用 的 以 下 不 等 式 ; 
| fay| < | fid. 《6) 
和 
其 中 了 EEC 《63 由 (4) 及 3.?.5Gi) 推出 ; 


Ee) < lr fe 


< | dc+| lar 


— | wrap (用 (5)). 


5.6.8 命 题 设 v 二 4 一 yi,p 是 -YY 上 的 测度 . 则 yi 才 4， 
证 E+ , 则 
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| far = | fd — [far (7) 


证 设 蕊 一 PUN 是 的 Hahn 分 解 , 则 
vtA= vA P= AANAN Pr) 
SAA NP) RAMA , (¥ AE .Ly ) 
可 见 凡 炙 太 同 理 三 所 py 从 而 |v| 二 4 十 点 
车 FEZIGA 十 AD 则 由 | 和 4 十 天 有 


[fi < fatp < ~, 
故 fE LCv|), 于 是 | fdv 有 意义 . 式 (7) 显然 对 简单 函数 了 成 立 . 
Ve > 0, 取 简单 函数 9, 使 (用 4. 2.2 ) 
| 7 一 ldaQ 二 向 < 6 
则 
| fdy | ma- fda | 
< 十 je 


ee 


< | Ff- Pld 十 4 二 四 


< ?| .7 一 9 1d tp) < 2， 


这 表明 式 (?7} 成 立 . 器 ] 
5,1,8 表明 , 若 在 定义 5.6.7 中 ,将 Jordan 分 解 vy 一 三 一 所 代 


积分 | dv 仍然 与 (4 一 样 ,因而 与 4 的 选择 无 关 , 只 要 AE L(A 
十 六 
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“5.7 Lebesgue-Stielijes 积分 


本 节 利 用 广义 测度 概念 将 RS 积分 推广 为 LS 积分 5 即 
Lebesgue-Stieltjes 积分 ,其 思路 颇 类 做 于 从 R 积分 过 小 到 1 积分: 


对 -- 定 的 函数 ,构造 一 广义 测度 ,然后 对 fE LICv|) 以 | 7av 作 为 
Cf,8) 的 LS 积分 , 关键 的 步 又 蚌 测度 » 的 构成 ,这 要 用 到 32.5 中 
的 方法 . 
首先 设 pg : RR 是 一 增 冰 数 , 下 而 用 $2.5 中 定义 Lebesgue 
测度 mm 的 方法 类 似 地 构造 一 测度 jot 实 际 上 , 当 px) 二 工时 p= 
m), 
te 定义 开 集 测度 . 设 G 一 U6, 名 二 (lqy,B) 是 G 的 枸 成 区 
简 , 则 规定 的 测度 pyG 为 
HG = SLp07) — Fat}]. 
约定 当 a 二 一 ce 时 War+) 二 一 00), 当 5 二 oo 时 5) 二 g(o0); 
令 jC) = 二 0. 广 意 jwR 一 00) 一 J 一 0o0). 如 同人 2.5(5)(6) 一 样 可 
验证 
GC CG pf EE pss (1) 
HU GD & Ds, C2) 
其 中 Gln = 1.2,…) 为 开 集 ; 当 G, 互 不 相交 时 (2) 为 等 式 . 
2 定义 时 测度 px : 任 给 4 所 及 , 邻 
局 4 一 infacs GD A 为 开 集 }. 《3) 
如 网 $2.5 中 对 天 "所作 的 一 样 ,可 验证 jz 是 RR 上 的 一 个 外 测度 ， 
和 且 对 开 集 GG 有史 GG 一 Ar 
3 定义 测度 po. 由 2. 5. 3,y6 -可 测 集 之 全 体 构 成 一 o- 代 数 
过 ,有 即 BE. 丰 污 每 个 4CCR 满足 
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4 一 4 门 瑟 十 所 (3). (4) 
2 在 -局 上 的 限制 是 一 完备 测度 ,约定 记 为 jr. 称 jw 为 % 导 出 的 
LS 测度 ( 即 Lebesgue-Stieltjes 测度 ), 简 称 为 pp 导 出 的 测度 ; 称 AE 
.过 为 甘于 9 的 LS- 可 测 集 . 可 以 证 明 ( 本 章 习 题 36) ,人 元 包含 所 有 开 
集 , 因 而 包含 所 有 Borel 集 . 
为 使 对 心 有 更 清晰 的 印象 ,可 注意 以 下 事实 :对 任何 zE 及 ,有 
Psfa) 一 lim Hola — A an a) — pa ), (5) 
即 pla}) 表 达 了 8 在 点 a 朴 的 著 度 , 它 不 必 交 零 , 这 是 pi 与 mr 的 重要 
区 别 之 一 . 由 此 又 得 出 
ppl) = pola} dt Hlad) = pe ) — la ); (6) 
pp a 小 |] 一 peLa 小 十 pold} = pb la). 《7 
值得 注意 的 是 ,车 在 a 间断 , 则 函数 值 pta) 在 jis 的 定义 中 未 起 任 
何 作用 ;内 而 总 可 以 假定 fa) = 二 qhaT), 妈 # 是 有 连 委 的 , 其 次 , 若 ¥ 
一 十 const: 则 显然 py 二 pwy. 基 此 ,可 以 很 定 在 某 一 特定 点 & 有 f(a) 
二 01 而 当 q( 一 o2) 有 限时 可 设 fq 一 2) 二 0. 车 FP 只 是 在 区 间 [a ,5 
上 给 定 , 则 如 本 章 一 直 所 约定 的 ,总 设 症 (一 22 ,a 上 9X) 二 pla)， 
而 在 (6 ,co0) 上 er) = gt8), 在 这 种 情况 下 有 
pt 2) —=0 = pptb oo), 
Eee[Le |] 一 人 六) 一 Pa); (8B) 
td = pAN [ab AE yf. (9) 
例 1 设 g 一 Xio.-…;; 则 不 难 直 接 验 证 
A= X00,ACR. 
电 此 可 推出 :等 一 加 , 且 心 就 是 点 0 处 的 Dirac 测度 (2.2 例 3). 
此 例 表 明 ,. 字 可 以 大 于 Lebesgue 可 测 集 类 5 
例 2 设 志 是 鲜 上 的 棋 率 测度 ,六 是 多 上 的 随机 计量 ,是 了 
的 分 布 函 数 , 即 正人 (z) 二 pX(fF 所 7X); 则 下 是 R 上 右 连续 的 增 陋 数 ， 
严 ( 一 cc) 二 0,F(o0) 一 1 于 是 下 导出 一 个 LS 测度 pr, 它 是 RR 上 
的 一 个 概率 测度 . 对 每 个 AE. 友 ,可 以 证 明 
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uA = pX(fF € A), 《10) 
即 Ar4 是 f 取 值 于 4 中 的 概率 ， 
现在 考虑 有 和 异 变 莽 函数 导出 的 测度 . 给 定 gE€BVY[a,5j. 因 有 分 
解 终 三 旬 一 多 ,9 与 外 是 增 画 数 , 故 自然 希望 以 jp 一 py 作为 g 导出 的 
广 文 调 度 . 这 一 定义 的 缺点 是 它 与 分 解 g 一 当 的 选择 有 关 . 因此 采用 
E 的 标准 分 解 ( 网 5. 2. 6)，; 
BCT) = ga Tt pT) — nlr), C117 
其 中 pwn 分别 为 5 的 正 变 差 与 负 变 差 . 今 0 一 一世, 则 +4 是 定义 
于 c 代 数 -二 一 -有 门 - 畦 上 的 有 限 广义 测度 , 称 它 为 8 导出 的 广义 
测度 . 利用 式 (11) 及 器 一 入 一 如 可 将 公式 (5) 一 59) 推广 到 痰 . 例如 ， 
bfa} ge) — g(a ): 
vap) 一 SB ) — glat). 
以 下 是 较 这 人 的 结论 . 
5.7.1 定理 设 gEBVY[e.5],p,n 分别 为 了 的 正 变 差 与 负 变 
差 ,T 二 pp 十 nt$5.200D). 则 -这 = 二. 世 ,在 . 达 上 
十 委 有 5 委 太 . 
证 利用 等 式 r 二 户 十 nn; 恢 次 考 虚 开 区 间 、 开 集 及 任意 的 4 
忆 及 , 易 得 出 
A=pAaA. (12) 
任 给 4,BC 忆 了 R, 有 
a tAN BB) CAN\B) 
= [ps CA NM BY pr CA\B)] 
十 Ca CA NB) + AN\B)] 
全 A 
可 见 , 避 后. 等 当 且 仅 当 对 任何 4 入 RR 同时 有 
上 及 一 入 (4 门 号) 十 人 (NB)， 
A= AN BT a AN\BY., 
禾 得 - 呢 二 吕 败 -加 二 - 达 , 由 (12) 推 出 在 .- 凶 上 有 二 pi, 十 po. 余 
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下 的 结论 由 5. 6. 8 得 出 . Ll 
5.7.2 定 炙 设 gEBV[a.bj ,viops 依 5.7.1. 人 性 给 fELiCp)， 
令 


由 
| mas = | av (13) 


称 它 为 关于 g 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 ,简称 为 LS 积分 . 

因 二名, 区 当 了 了 EDCpe) 时 让 关于 |v| 可 测 , 生 由 i | 所 
ar 知 FELIClxei) 于 是 依 5.6.7 知 式 (13) 右 问 有 意义 .又 由 5.6.8， 
(13) 可 写成 


[fag = | fa — | fad. 4) 
内 (14) 右 端 是 对 通常 测度 的 积分 , 故 可 将 第 三 章 中 的 有 关 结 果 


转移 到 LS 积分 . 
1° 线性 性 : 设 ,AED a,PER.: 则 


| ‘af + Bhydg = a] fdg + B| hdg. 
2° 可 加 性 : 设 了 了 Eto) 之 cD 在 z= 二 连续, 则 
| as = [fag + | fag. ds) 
此 处 | Jau = | fdx，| fdg 仿 此 . 因 在 所 述 条 任 下 w(x) 亦 必 在 


z 一 上 连续 (参看 本 章 习 是 7) ,于 是 
PC = pce} 二 Ln {ee} 一 Os 


[fap =| am+| au 
对 | fa 亦 有 同样 结果 ,于 是 式 (15 成立， 
车 约定 
[fag = | fag, 
[ee 


则 在 一 般 情 况 下 位) 应 代 之 以 
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| ag = | fag + | fag. 
3 车 feE) 满 是 |f| 之 8, 则 
| re 
| dg < DY CE) 
事实 上 .由 上 节 式 (5) 有 
ras) < fifials! < pa 
= pu[e.b] = BLrtb) — x(a)) 
一 A (gy). 
关于 LS 积分 与 RS 积分 的 关系 ,有 类 似 于 3. 4.1 的 以 下 结果 . 
5.7.3 定理 设 广 是 ja,5] 上 的 有 界 实 函数 .g 是 fa,5] 上 右 
连续 的 增 瑞 数 , 则 RS 积分 | fdg 存在 当 且 仅 当 了 在 Fa,61 上 po 岂 


平 处 处 连续 ,特刊 在 # 的 间断 点 处 应 连续 .着 RS 积分 | fdg 存在 ， 
则 它 与 相应 的 LS 积分 相等 

证 明 类 似 于 3. 4. 1 .请 读者 自 证 . 

5.7.3 特别 解释 了 $5.5 例 1 在 该 例 中 了 愉 在 & 的 间断 点 处 间 
断 . 由 5.7.3 也 推出 ,车 gE BV 右 连续 ,在 [a.6] 上 有 界 、 至 多 可 
数 个 间断 点 且 与 g 没 有 公共 间断 点 , 则 了 关于 g 在 [a,5] 上 的 RS 
积分 与 1S 积分 相等 . 
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5.1.3 之 证 取 有 限于 区 间 呈 站 五, 不妨 设 YeEDid C4 

1 归纳 地 选 出 所 锋 的 fdi} 人 DD, 令 记 二 sup md 取 dED, 使 
mdi> Bei2. 车 记 二 di; 则 证 明 已 完 . 否则 ,人 必 有 dED,; 使 4 CG1= 
ad: 于 是 用 一 Rd 0. 取 中 后 有 ,使 ccC Gismd;y> B72, 六 


定 山门 dj 二 7. 设 已 选 出 互 不 相 侈 的 dEDG 二 1,2,… ,nn), 今 
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二 | 上: 若 互 所 下: 则 定理 证 完 .否则 ,有 ZE 使 卫生, 一 
FE， 于 是 有 ,一 SP ,md > 0 取 d+ 局 ,使 ds- 1 全， md 


BB/2， 如 此 得 到 一 列 互 不 相交 的 区 间 {d} 必 也 ,不 妨 设 它 居 一 无 限 
序列 . 

2 验证 mCE\Ua;) 一 0 将 每 个 必 扩 大 为 闭 区 间 必 ,使 
与 赤 共 中 点 而 mi 一 5 一 1,2,). 因 
D>) mdi 一 md) mA < =， 


故 只 需 证 
五 Uac Uo (VY nt€E N). <1) 

职 定 XEEN\Udi 与 XnEN. 必定 x EE AN 二 Gs 故 有 dED, 使 xEd 
CG 由 记过 2mdii 知 记 一 0( -> 00). 因 此 当 充分 大 时 d 信介 
(否则 mg 委 BB 一 01). 取 最 小 的 &EN, 使 4 多 Gi 这 推出 2 人 Fi 天 
{dF i 二 .因此 站 相关 Cd CC 人 于 是 md 所 有 < 
2 ,这 汪 mdi 二 5mdrd 人 站 了 关 人 一 起 推出 XYEd?, 因 4 C 己 G,, 必 
上 > n, 故 (1) 得 证 . [ 

5.6.4 之 证 不 妨 设 一 ce 委 ”所 co- 

1 确定» 的 一 个 正和 集 也. 内 预期 式 = PUP' 将 为 Hahn 分 解 ， 
P 应 有 其 种 " 极 大 性 ”, 于 是 令 

B8 一 supftr4: A 为 v 的 正 集 }. C2) 
取 vy 的 一 列 正 集 14i;7 :使 vA BR 一 oo0), 令 了 二 1A 二 
UP,. ¥ EL ,有 
AN Pr = vA 人 NP) vid NN CANP.Y) 
宇 AN PY) n = 11,2., 
由 此 看 出 Ptn 一 1,2) 均 为 的 正 集 .由 5. 6.20ii)， 
“ANP) =limnr4 站 PP 0 AE .0), 

可 见 P 大 5»: 的 止 集 .总 然 uP 一 B. 

六 证 NN 二 P 是 v 的 负 集 (从 而 了 基 二 PUN 是 > 的 Hahn 分 
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解 ). 车 不 然 , 则 有 EECN, 合 0 之 ,< 之 0. 因 玉 不 是 v 的 正 集 { 否 
则 PUE 是 正 集 ,vAPUE) > 8, 与 式 (2) 子 盾 ), 训 有 A4E. ,使 元 下 
门 A) 二 0. 这 表明 存在 最 小 的 自然 数 zx 使 得 有 4:C 瑟 , 满 足 vA 于 
一 2 因 
viE\A) = vE vA»> 0, 

E\A1 如 同 瑟 一样 不 能 是 > 的 正 集 , 故 以 二 4 代 所 重复 前 面 的 论证 
得 出 最 小 的 nsEN ,使 得 有 4, 二 Evad4:< 一 2 如 此 继续 ,对 每 
个 上 EN, 得 到 最 小 的 mxEN: 使 得 有 

4 二 E\ Ua, yA: < 一 27%, (3) 
令 有 A 二 UziA4i, 则 

HEVA) = rE — vA4=vE— 全， pa, 


» 


>> 五 十 2 > 


因 vE 与 XE\A) 有 限 , 故 少 2 "< o0. 因 EVA 不 是 v 的 正 集 , 故 有 
BCEAvBO0. 取 AEN, 合 mw 守 2 且 YB 过 一 2". 于 是 
BUACA UA 
BU AD) e222 
这 与 nw4 的 最 小 性 矛盾 . 
3* 证 定理 的 后 半 部 分 . 设 秆 = PUN(i 一 1,2) 是 "的 两 个 
Hahn 分 解 , 在 给 AE .9 ,有 
ANPNMNN) = ANP NN)= 0. 


于 是 


| 


waANP)=rANPNP)Y4+ ANP NN,) 
vANMN PN PD)+r AN PN ND) 
= vA {| Psy. 


同 理 vCANN,) = vtAN Ps). 口 


| 
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评 注 


1. 与 杞 念 上 得 到 全 面 更 新 的 积分 论 比 较 , 实 变 晒 数论 中 的 徽 
分 论 似乎 较为 平 谈 . 它 依 然 主要 使 用 老 的 导数 概念 ;没有 迹象 表 湖 ， 
用 新 的 积分 整个 地 取代 RR 积分 这 样 的 事情 ,会 在 微分 学 领域 重演 . 
微分 与 积分 本 质 上 是 不 同 的 ,前 者 处理 局 部 问题 .概念 局 对 地 较 简 
单 ,自然 理论 也 较 单纯 . 如 果 说 ,在 提出 新 概念 方面 微分 学 不 如 积分 
学 那样 活 胰 ,那么 对 特定 函数 类 的 微分 性 质 的 研究 , 则 是 商 度 富有 挑 
战 性 的 问题 ,日 通 常 需要 极 精 细 的 方法 ,往往 是 实 变 函 数论 中 困难 而 
深奥 的 阿 题 之 一 .测度 论 方法 的 引入 对 微分 论 的 研究 给 这 了 最 大 的 
推动 . 本 章 的 许多 结果 ,如 单 再 画 数 与 有 界 变 善 画 效 的 微分 性 质 . 正 
是 属于 Lebesgue 的 .因此 微分 理论 的 进展 ,主要 被 看 成 十 Lebesgue 
理论 的 胜利 . 

2, 关于 上 积分 的 Newton-Leibniz 公式 的 建立 ,无 司 是 
Lebesgue 理论 强大 威力 的 辉煌 例证 .然而 .现在 看 来 ,这 个 结果 并 不 
是 很 理想 的 . 主要 问题 是 ,三 积分 不 足以 完全 起 微分 六 运算 的 作用 . 
当 产 存 往 时 ,不 能 保证 产 EL; 即使 了 EL',Newton-Leibniz 公式 
也 未 必 成 并 ,Cohn 在 1980 年 证 明了 ;车 处 椒 症 微量 71, 则 
Newton-Leibniz 公式 成 立 . 这 是 在 Lebesgue 积分 的 框架 内 也 能 得 
到 的 最 精采 的 结果 , 然而 它 仍 然 不 能 邻 人 满意 :即使 了 人 处 处 可 微 , 世 
未 必 有 三 和 了 就 使 微分 与 积分 完全 互 道 这 … 点 而 吉 ,1. 积分 也 是 
椒 太 够 用 的 ,人 们 不 得 不 寻求 新 的 积分 ,这 样 的 积分 被 Denjoy ,Per- 
ron 等 人 得 到 . 

3. Stieltjes 积分 是 民 积分 朝 和 个 方向 推广 前 热潮 中 ,所 出 现 
的 较 特 殊 的 种 类 , 今 大 所 称 的 Riemantt Stieltjes 积分 ,最 初 是 Stielt- 
jes (1856-1894) 在 1894 年 发 表 的 * 连 分 数 的 研究 3》 一 文中 引进 的 . 
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Stieltjes 的 思想 非常 富有 启发 性 ,他 考虑 了 积分 | Cr)dg(z) ,将 
7) 解释 为 沿 直 钱 的 分 布 函 数 . 这 一 思想 在 物理 学 及 概率 论 中 得 到 
有 效 的 应 用 . 

4. ”对 于 已 习惯 于 处 理 “ 好 隔 数 ”例如 处 处 连续 或 至 名 除去 个 
甸 鲍 外 点 处 处 可 微 的 函数 ) 的 读者 来 说 ,$5.1 中 的 例 1 一 鸯 3 似乎 
是 病态 的 . 实际 上 ;这些 只 涉 过 是 实 安 函 数论 早期 出 现 的 大 量 " 反 便 ” 
中 最 简单 的 所 个 汉 了 . 这些 反例 对 于 纠正 前 觉 的 误导 起 了 重大 作用 . 
人 人们 曾经 想当然 地 认为 ;连续 函数 一般" 是 可 微 的 ;可 微 铺 数 的 导数 
“… 般 "是 可 积 的 ;连续 函数 "一般" 是 有 界 变 差 函 数 , 等 等 . 人 们 所 竺 
的 主要 理由 是 :相反 的 结论 在 直观 上 水 难以 想象 . 反 秽 的 出 现 和 开始 改 
变 原 有 的 看 法 . 但 反例 并 不 能 解决 *… 般 性 "的 问题 . Weierstrass 在 
1972 年 首次 给 出 了 “处 处 不 可 向 的 连续 函数 ”的 例子 ,数学 界 深 感 震 
惊 , 正 是 因为 人 们 的 直觉 尚未 精细 到 接受 这 -事实 .即使 有 了 这 样 的 
友人 司 , 而 且 随 后 又 出 现 了 更 多 的 反例 ,人 们 依然 认为 这 些 都 是 “病态 
的 ”. 直到 汉 函 分 析 诞 生 之 后 ,大 们 用 “网 推 理 " 的 方法 证 明了 ;处 处 不 
可 微 的 连 线 秒 数 实际 上 蚌 通 例 而 非特 例 , 对 于 可 微 性 与 连续 性 的 莽 
红 之 太 , 大 们 才 达 到 一 个 深入 的 认识 . 从 理论 上 讲 , 寻 求 反例 的 进 一 
步 努 力 拟 乎 已 失去 意义 ,但 是 ,从 认识 的 角度 看 ,反例 所 能 提供 的 直 
观 印 象 依 然 是 不 可 苗 代 的 . 

5. 如果 说 沁 积分 论 还 内 是 一般 地 接受 * 坏 函数 ". 那 么 ,微分 
论 中 实 酥 地 接触 介 一 系列 “ 坏 函 数 ", 并 力图 对 其 进行 精确 分 析 . 他 
如 ,在 $$5.1 ~ 5.4 中 处 理 了 在 一 零 测 集 上 不 可 微 的 沙 数 . 这 就 使 
实 变 了 星 数论 纵 人 们 以 专门 研究 " 坯 函数 ”的 印象 ,以 致使 其 早期 开创 
者 曾 - 典 备 受 哭 落 ,Lebesgue 就 曾 不 无 伤感 地 说 :对 许多 数学 家 来 
说 ,我 成 了 没有 导数 的 函数 的 人 .…， 只 要 当 我 试图 加 和 一 个 数学 讨 
论 时 ,总 会 有 些 分 析 学 者 说 :这 不 会 使 你 感 兴趣 的 ,我 们 是 在 讨论 有 
导数 的 函数 ” 即 合 在 今天 ,人 们 仍然 会 认为 ,以 连 急 可 微 函 数 作 为 出 
发 点 是 方便 而 且 适 当 的 . 这 在 很 多 情况 下 确实 可 行 . 但 问题 在 于 , 即 
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使 你 的 研究 对 象 是 很 好 的 是 数 , 甚 至 是 解析 画 数 ,你 如 何 能 保证 研究 
过 程 中 不 出 现 “ 坏 函数 * 呢 ? 如 果 出 现 这 种 情况 ,Lebesgwe 的 理论 正 
是 用 来 对 付 的 工具 .不 理解 这 点 ,就 不 懂得 实 变 函数 论 方法 的 精 
崩 . 


习 题 入 


1. 设 六 g:[Lei 一 及 是 增 函 数 :它们 在 某 个 筒子 集 4 上 la] 上 相 
等 , 则 了 与 & 有 根 则 的 连续 点 与 可 徽 点 ， 
2 设 f: RR,ACR 与 (4) 有 界 ,¥ xEA;:|f' (zx)| 所 8; 则 
m" fA) EE Pm’ A. 
3， 设 Q= (ro 0 ao< coco) 一 >，m: 则 了 有 一 及 严格 


增 杂 , 且 以 总 为 其 间断 点 集 . 

44. 设 sup .Tec co: 则 FEBYL[a'b]. 

5. 设 sup 凡人 天 二 cof Ff < cc WN FEBY. 

6， 设 R: 中 的 曲线 也 由 方程 忆 = pit) (a 之 [所 5 一 1.2,3) 给 定 , 络 
出 工 可 麻 的 适当 定义 ,并 用 多 ;刻画 其 可 度 性 . 

7， 设 AEBV[a, 门 , 则 zz 与 VIP 有 同样 的 连续 点 . 

8， 设 fEBvV[a 人 ], 则 | midm < VD. 

9， 设 fELipgEAC, 则 -gEAC. 

10， 设 fEAC,p 之 1, 由 |f|*EAC, 

11， 设 了 gEAC,g 严格 增 加 , 则 了。 gE AC. 

12. 设 fECIia,j, 至 针 除 去 有 限 个 点 外 产 tz) 存 在 且 关 在 [a:b 上 民 
可 积 , 则 f€ Ac. 

13， 设 JELDI[ayb] WeEta [ fam 二 0, 则 f= 0a.e.. 

14， 设 ¥ cE tarB);fFEAC [acj ,了 在 必 连 续 . 则 FE AC [La 0. 

15， 证 a8 人 0,rr) 一 rsin ra0 二 区]1)700) = 二 0. 讨论 了 在 
[ob,1 王 的 有 性 变 盖 性 与 绝对 连续 性 ， 


16. 设 疡 EAC[a, 人 (na 一 1.2.)， 5 1am 之 oo > (zx) 在 某 
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点 cE [ea, 休 收复, 则 了 一 Sf EAC 有 A/ Dfia,e.. 
17. 设 fEAC |f| 所 gELin = 120) fr ff gpae i: 则 Fr 
= ra. e.. 
18. 设 7EAC,A 宇 0,a.e,, 刚 让 单调 增 ， 
19， 设 了 单调 增 ,| f*dm = f(6) 一 fta), 则 fEACLa.6] 
20. 设 了 单调 增 , 则 一 gz 十 ,58 洲 单 调 增 ,gEAC,Ah' 一 0,a.8.， 
21.。 设 斤 EACtn 二 7,2,…) 单 调 增 ,一 Df 过 避风 FEAC.， 
22. 设 fECLasbj, 车 有 a&€ (1011), 使 Far 十 ay) 之 ar 十 a f(y) 
trsyE [aa 一 1--a, 则 上 是 [ao 上 的 凸 函数 . 
23. 设 A: R-> 民 基 凸 靖 数 ,网 j a .5E RY TER: FT) 这 rr 十 下 
24. 设 fEC[a; 站 ; 则 了 是 西沙 数 司 fE AC 且 产 在 其 有 定义 的 点 集 上 
单调 增 . 
25. 设施 ,gg 同时 在 cE aw) 间断 ,二 c< 是 g 的 不 可 去 间 斯 点 , 则 RS 积分 
| fag 不 存在 
2 设 了 ECfla .se 是 增 函 数 , 则 3 ce [a,j, 使 
| = ogg 
27. 设 了 EC[Lab,gEBWwW,FCz) = | ag, 册 FERY, 月 下 在 & 的 连续 
点 连续 - 
28， 设 六 geEAC, 册 fe dm = fg | _- gdim 
29. 设 /,€ c[a 避 ,As fg € BV, NM] fdg | ras 
30， 设 FE 人 [La ,8 一 gig| 过 suUp VCE) 过 00, 则 
ffag. | as 
31. 设 v 是 -Y 上 的 有 限 广 六 测度 .A, EY ,A 二 limA,, 则 
nA 一 lim yA,. 
32， 设 v 为 广义 和 油 度 , 则 一 vw 志 v 太 bv， 
33. 设 ? 为 广义 测度 , 则 站 =- suprB. 
34. 证明 5. 65. 2, 
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35， 设 fgEMtTIX)1vA 一 [dp 网 对 gELity) 有 | ed 一 | fean. 

36. 设 F : 取 一 有 是 增 函 数 , 则 任何 开 介 已 志 及 是 入 可 调集 

979， 设 在 肛 上 可 微 .0 雪人 入 凶 4 一 0 央 m4d 王 站 

339， 设 F : 展 一 RR 是 增 函 数 ,对 任何 Borel 集 4 C 及 zxER, 有 mt4 十 
= 一 A4, 则 有 常数 < 送 0 使 pr4 二 cmA. 

39， 设 :及 一 及 单调 增 且 右 连 续 , 则 应 = 洁 约 2) 二 cr 十 const. 

由 设 了 :Fe.p]-> 下 有 界 ,WYaE RiT: Fr) 六 6) 为 Borel 入 ,8 和 


BY, 则 LS 积分 [sag 存在 . 
习 题 B 


41. 及 上 的 单调 函数 之 全 体 基 数 为 上 . 

42， 设 广 人 一 1.2.…) 是 增 本 数 ,了 一 > FF < co 则 万 一 
Dy fi,a,e, , 

43. 设 了 是 增 函 数 , 了 一 9 十 3 是 了 的 跳跃 画 数 , 则 六 一 p'sa.e.. 

44， 设 了 是 有 限 实 函数 .网 地 的 第 一 类 间断 点 至 多 可 堵 个 ， 

45， 作 [0,1] 上 严格 增 的 连续 画 数 ,使 户 一 0.a.e@,. 

46， 设 了 EC Layb] . 则 FEBVe HIEBV， 

47， 设 ECfab] . 则 lim 2 TAfCD)| = 人 ( 让 ,其 中 4 二 max A 

4 赂 ， 设 了 EBVY[at8]; 则 (V7 一 |f'(r)| a.e.. 

49， 作 ,g€AC, 使 f .gEAC. 

50，。 设 frE AC[a 6, 则 TCF) 一 [rr ldm ti 过 工 芝 办 ， 

51， 设 me 二 VC. 则 JEAC 53 xnEACIY FEACR pn€EACpun 
分 别 为 站 的 正 空 差 与 生变 差 . 

5s2. feELiptadio eer [fad fe) = fla) + [gdmce 之 工 世 
5) 。 


53， 误 大 了 ) 一 | sdm: FEL Labj: 则 
gl .= inf Fozc 一 Fo Lr oy ry €E Lab hr}. 
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AfLr) 


S54. FELiplad] sup lm | 一 


开工 由 TT : 
55. 设 ACRmA > 0, 则 Yo 之 1, 存 宇 开 区 合计 RR 使 mCAMmMA) 人 > 


S6. 设 厂 : (Cab) 最 可 微 下 Ea 有 让 ryty 一 7 帮 yy} 一 
Fr)， 则 上 了 是 凸 函 数 ， 

57， 设 f: (ab 一 展 是 西国 散 ,roE ai PFC) 一 0 出 广 zo) 是 
了 的 最 小 值 ; 当 六 严格 同时 zo 是 下 的 唯一 极 小 值 点 . 

5 设 马 所 ER 是 一 占 区 域 .六 : 它 一 下 . 络 出 了 了 为止 函 数 的 定 交 ,指明 当 
于 凸 时 它 必 连续 . 


s9. 设 | fdg 存在 ,p : [a.B] -= [a,5] 是 一 严格 增加 的 双 射 , 则 
few de ca) 一 [ag. 


60. 设 ， 基 .ez 上 的 有 限 广义 测度 , 惠 sap ha < oo。 


EL 
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第 一 章 
2. ACE, 
4 运算 "A" 满足 结合 律 . 
6 注意 14. 门 B.} 亦 是 升 列 是 ( U 4 站 LU 二 UC4a 门 Bo 
7， 用 对 偶 律 . 
8 


只 需 证 4 一 mA Tim bd 一 lim A 加 一 ma Xe 

9. lim 4. 一 ALB,lim 4,= ANMNB. 

10. XO = slim A 

14， 如 他 (0) 一 1821 = 17a 二 2 f(r} 二 rz O1311/2, 
1 

15， 如 令 0) 一 0 FA 一 一 eot (x (rn 二 20) rr)》 一 一 cot Kx(x 尖 
D2 ). 

16. 取 无 限 可 数 集 4 所 RYQ .定义 fr) 二 ztY XERVWCAUOQ)) ,日 使 了 
: 4UQ- 一 4 为 到 射 . 

17， 利用 1.3.2. 

18. 利用 对 的 可 数 性 . 

19. 考虑 圆周 9 一 {xzEC: | 一 后 人 二 < 20， 

0， 设计 二 (az REN}D A 二 {fatstr}, 则 AA, 妈 有 有 限 凶 个 于 上 集 ， 

21. 作 线 段 zw 的 中 垂 线 1, 设 E17, 考 韦 连 接 = 必 sre 的 折线 ， 

22， 利用 实数 的 二 进位 小 数 表 示 作 一 叉 射 f: 2" 一 [0,1). 

23. ”利用 实数 的 小 数 表 示 作 一 双 射 了: [0,1]Xx 01] 一 [0.1]， 

25. 利用 xzE 4 嘻 xEAvirl 及 AUB= 4UB， 

37. 车 和 志 非 开 集 , 则 有 {2 往生. 全 2 一 xEA. 令 二 {x ; 则 EE 
ANMB,ANMB = 过 

28. A 一 AUUOxT 1.1]) = A'. 


198 习题 管 案 与 提示 


29， YE4, 存 在 -- 个 以 有 理 点 为 中 心 . 以 有 理 数 为 半径 的 球 如 ,使 得 六 
NB,= 《| 

30， 设 正己 来 * 昆 闭 集 , 刚 王 一 门 站 r :要 (7 天 ) 之 1 

31.， 注意 4 已 (dvd 让 4 并 用 题 29. 

33， A’=PF. 

34. Rim 六 二 a) = Re Ae ec 一 二 ， 

35. 指出 该 集 在 [0,1] 中 的 余 区 间 ， 

36. 等 式 两 边 与 A 作对 称 差 运算 

37 指明 fim A fim fw,lim A im 4 

40， Him 区 (所 六 1/2) 一 和 

41.， 否则 有 芝 芝 NA 今 丘 一 fr 则 吾 门 4 为 
有 限 集 . 

42， 取 4 二 站 {B: fA(B) CC BB}. 

43， 任 取 全 并 令 二 JT 

44. 当 14| 之 吓 时 利用 站 x10.11 一 4 

45，。 联 a.EAra 则 |CAX aD UAx pt! |Al. 

4 利用 UL 一 有 一 RY nENy1 并 用 皮 证 法 . 

47， 确立 [9,1]~A 二 R". 

48， 由 了 一 Grf 得 |R?| 志 2 二 2 

49， 利用 1.5.1 及 |R"| 一 

50， | 好 | = 2 

51， 考虑 旦 一 204. 

S2. 利用 分 解 买 (和 的 一 人 12) 

53. 相 xE 有 ,有 取 有 理 端 点 的 开 区 间 使 TE vw) 辣 rICW xE 
了 ,注意 Fe 了 Fy) 六 关注- 

s4. 利用 题 68 或 直接 证 之 . 

55， 和 理 则 R"C 4 一 4 而 4 一 4 可 数 ! 

56.、 观 家 太一 NxN 这 -特殊 情形 . 

57. |A| = a. 

58， 如 取 侣 二 {rt az 之 drsBID HH = {rr :dtr Ad) > dlr, 
BY}, 


习题 管 案 与 提示 


199 


59- 
60. 


否则 R" 一 UEEFsR 是 闭 奈 集 . 铸 后 推出 矛盾 . 


了 在 工 连 续 cmtr) 斌 im 太一 im fy) 一 小 他 4 一 {xr 


宇 La .车 [0,1jNQ = U4, 特 引出 矛盾 ， 


fl1. 


措 明 (0,2} 忆 五 十 严 . 

十: wr) 之 17 是 闭 理 4《 见 题 60902. 
利用 题 34. 

指明 有 ( 户 所 a) 为 闭 集 ,aE R， 


6h.67. 用 1.6, 2 


68. 


利用 有 理 中 心 与 有 理 半 径 的 蒜 ， 


970. 用 1.6.5. 


Vk 


六 


第 二 章 


参照 Canter 集 的 构 作 并 利用 172 一 2! * 4", 

令 是 一 族 春 盖 心 的 开 区 间 之 并 . 

取 开 洁 避 乙 A, 使 mG 一 mA 之 e/2, 热 后 考虑 局 的 构成 区 间 - 
注意 (Ke 一 他 十 好) 六 AU (2a 一 A). 


取 闭 集 PC A 与 开 集 (5 疡 4 使 站 (GE 二 176 一 1 2 


只 需 证 G CA， 

注意 fr) = 一 和 (村 门 召 (0))》 连续 并 用 介 值 定 埋 . 
利用 平移 不 变性 . 

利用 Cantor 集 有 基数 上- 

用 2.2. 3Civ) (vy). 

用 上 题 . 

rllim 4 & pF) E 了 op. 

广 意 4ta 二 1,2,…) 是 零 测 集 - 

取 a< oz 的, 合 > 一 ph) 1. 
福 意 1 一 站 A) 之 >， pA. 


分别 灶 2 守 0 与 8 之 0 需 寺 CF 记 a). 
令 有 Cx) = gCFCOD), 则 hg noo)), 


wr) 
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参照 8$2.3 例 3. 

tr) 一 lim nLftr ta '— FC)] (tar) 
分 解 集 4z ;了 ry 守 ol 

指明 gz) 一 supTFtrry rEQN[o,1]}. 

注意 下 (所 中 二 人 门 ye rR 二 并 用 1.5.6， 
注意 风纪 单调 增 共 用 2, 2. 3. 


25,26,， 参考 2.3.6 之 证 . 


27, 
28. 
29. 
31, 


可 联 二 fri ss， 

分 解 集 44 并 注意 用 Cauchy 收 襄 条件. 
取 有 二 门 守 : 基 (所 | 寺 友 忆 适当 大 . 
联 子 列 ( fff a ， 


32 一 33. 秦 照 8$824 例 于 


3S， 
36. 


37, 


用 2, 4. 2， 
可 设 万 裕 95 一 sup ,注意 go 0 地 0, 
用 Egorov 定理 ， 


38.， 请 而 二 和 使 产 革 | 六 | 人 证 < 

39， 取 闭 集 下 C 坟 让 ,使 (XN 2 了 连续 人 一 1,2,…), 指 明 
fi 了 

KEN, 联 gg CRD 全 (fF 2 gi) 之 


41.,42. 参考 [5,p.16,p. 59]. 


43, 


45, 
46. 
间作 为 2 


指明 mtersFy = 二 0 一 让 =R. 
可 设 各 有 界 . 若 结论 不 真 ,: 则 YrsEQyr 关 5 时 ,A 门 A,== Ci, 二 


省 则 及 一 和 4 福 刘 ,从 而 半 人 可 数 . 
本 设 上 mA 之 澡 , 取 开 集 亿 二 A 全 rr 之 pp mA , 联 信 的 某 个 掏 成 区 


利用 上 题 . 

皮 证 并 用 上 题 . 

如 令 下 二 CAXOCYU CDX 二 ) .AB 不 可 测 ,C, 吃 是 适当 的 可 数 集 . 
用 第 一 章 68 题 . 

设 己 如题 1, 作 严格 增 画 数 了 :1n0,1|>L0.1], 合 FE) 一 PCCantor 
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集 }); 取 不 可 测 集 和 AAC 下, 邻 BB 二 访 4)， 


32- 
S53. 
$4- 
$s, 
S56, 
SY. 


设 A.B 如 上 题 , 则 (xX 二 Xs， 让 不 可 测 ， 

用 第 三 章 65 题 . 

设 焉 如题 1, 取 站 一 入 - 

利用 可 浏 性 平移 不 变 . 

做 眼 Egoraov 定理 之 证 . 

充分 性 : 取 太 之 人 使 


-fa.e. ,然后 推出 六 二 


58， 


售 An 二 于 CI 过 17801 取 吉 之 和 之 使 A 之 2 "3 取 轴 芝 2 


,入 Cd 2 当 村 关 ia 时 仿 好 一 0; 否 则 令 nO 1. 


$9, 
&0, 
G61. 
62. 
64. 
#5, 


用 x* 的 次 可 加 性 . 
注意 AAC (AAB) Lj (BAC), 
利用 $$ 2.5(27. 
在 82,5t3) 中 取 A4 二 Ua 
取 开 集合 .二 4, 梧 坟 mG 一 本 由, 令 呈 一 门 妃 
取 BA4i; 便 w= A 令 忆 二 门 并,B1, 划 
mC A Slim mC = lim mm" A 
参考 2. 5.7 之 证 ， 
指骨 gz 一 mm" 4 门 5 一 让 连续. 
取 B = A 人 (一 A). 
可 设 及 有 界 , 有 区 间 汪 4, 使 my 之 2mA( 参 考题 46)1 取 8 二 2m4 


第 三 章 


| fa = flay, 
注意 口 二 多 一 了 天 有 一 了 六 一 区 一 了 十 大 
|. Cf— gd = 0 Xf Tg) = O03.2,5}, 


指明 {fd 一 人 
取 g 一 sgn 了 或 取 &8 一 Xa 并 用 题 5. 
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9. XCF 垃 0) 一 ata) 是 升 列 且 A 二 ce， 


ID 令 二 于 Cy 守之 yy); 刚 -pas | fp SR ne ， 
中 


1 2 Ad, 一 | Bx > gaX. 


12. [am 3. 

14- 区 证 之 . 

15， CF 关中 必 下 数 (3. 2. 36ii)). 

16，、 对 广 一 入 或 5 一 六 用 Levi 定 理 . 

17. 用 2) Xa ET 以 3.2.30i). 

18， 注意 | Dx4dx 之 kB, 参照 是 11. 

19. Dn 二 pp) “ 

20 对 一 8 或 5g 一刻 用 Fatou 定理 ,参照 题 16. 
21， 用 2.4.2(ii) 及 Fatou 定理 ， 

22. 用 Fatou 定理 . 


23， 对 不 一 >" 用 控制 收敛 定理 . 

24. > [ram = V0，, 『 Dy fdr 一 2 i ee， [ [fldm = 
nt 2 上 1 ; ol 
[ (一 六)dm 十 | an = 二 | 号 | 一 | 芝 ] | 


， 由 


25 一 抛 ， 用 控制 收 租 定理 . 25 一 27,29 极限 为 零 128,30 分 别 为 vw x /2 
与 1， 

31， ”展开 被 积 函 数 并 用 二 23， 

32. 指明 PXI 1) 一 NCO0 之 ff 之 1)7=0. 

33. 用 3.3,6(iD, 

34. Toa) = -10as 十 177fe) 一 arctantl/o)., 


35， Ta = —alla)/2, Ila) = Vv x exp(. al/d). 
A 人 av 


37- 指明 子 一 不 8.e,， 
38.， 指明 呈 可 数 (参看 第 一 章 题 31). 
39. 指明 了 有 界 且 几乎 处 处 连续 . 
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1 
40. oIFELEOLD Ea B+ fey 条件 收 钱 ia B+1, 
[re dr 和 发散 。 


41， 首先 指明 | ving) ld x mn < on., 


Ee 
42. 仿 41 题 ， 


43。 用 Fubini 定理 ,小 In 二 ， 


44. 注音 上 dm = | dr 上 Xi 人 2. 用 Fubini 定理 . 
45 一 47. 用 Fubini 定理 交换 积分 次 序 . 

48， 指出 了 E017Crory) 二 joa.e. , 故 积 分 为 1. 

49. SS) fomn) = 1 >》， 3) Flmny = 0. 


50. ”指明 | mE dr 一 昌 和 上 一 [mt Erydz. 
SS 设 和 4 二 革 t|fF| 这 2) ， 则 
> 一 | as | flap 
高 


| a [中 
Dds 十 计 。 
各 件 “ApX < "” 只 用 于 证 充分 性 , 当 产 = = 时 充分 性 不 成 立 : 考 虞 AT) 一 
172,X = [O00), 


52， 设 员 = X27 和 | 之 2). 则 271jA | 1Flda & 2rpd, ， 


$3. DaX(t] 有 | 守 ) 训 下 > In ,用 是 1. 
s4. 用 题 51. 


5s5， 否则 有 4 ,CC ;pA 这 0 | J 
| dn =0! 
A 
户 - 
56. 指明 | 。 ») ln Fr id < es, 


57. 了 江 闻 0, 使 | “1f ldm < 一 
i: 者 指明 A ae 
与 9, 设 = | HC i < Bb) 一 人 0), 
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60。 用 Fatou 定理 指明 | fdx < jim| ap < 三 | fn | fax 
61. 对 go 十 gg 一 | 不 一 了 | 用 Fatou 定理 (参照 3.3,4 之 证 ). 

f2. 用 上 题 或 直接 证 之 . 

63. 指明 2.4.2(i) 之 证 可 用 . 

44， 可 用 反 证 法 并 用 2. 4.2, 

55. 注意 | sam 一 E27| fam = 2, 

6. ”指明 f 几乎 处 处 连续 . 


f8. 注意 gy》 一 | _ 机 并 用 Fubini 定理 . 


69.70、 类 似 于 上 题 . 
第 四 章 
1. 用 Heider 和 不等式. 注意 fg 一 fg!** gi 


2， 令 一 六 Te ' 二 1 一 r !, 两 次 用 Holder 不 等 式 ， 
3， 指明 上 了 | im lim bf 半天 让 


4 用 Hilder 不 等 式 , 注 意 ‖| 7 一 vf 上 &. 

5. 用 宇 前 不 等 式 , 注 意 广 = 十 fx. 

6。 用 Holder 不 等 式 ,注意 (区 | + 3s) 一 1 
7 |, fd spX + | 2 1 IFdue 


8， 无 必然 的 包含 关系 ， 
9 用 Helder 不 等 式 , | ”iam 之 FI， 


11. 用 44.1.7, 
L232. YnENI A Pd-= 0, | 六 一 了 | .= sup | f(r) -Cr 


] 
m 


13. ”用 三 鱼 不 等 式 与 Holder 不 等 式 . 
14， 参照 第 三 章 题 60. 


15. 用 Halder 不 等 式 : 上 (一 Fde 
16， 用 4.1.56. 


| 一 Aa). 
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17。 用 Helder 不 等 式 : | | 天 -Frdp 所 -FOX 
18.19， 参照 4,2,5 之 证 ， 
20， 对 一 用 4.2.5, 
21. 首先 考虑 二 iocmitaB) 所 [at 
23. 用 Schwarz 不 等 式 ， 
24， 估计 | sin r 一 ecos x | :并 用 三 骨 不 等 式 . 
25. 对 Cf.X42 用 44,3.3tv), 
27. 可 设 了 = 9, 首先 考虑 xX 二 50 的 情况 . 
28. 者 虚 (x) 二 sin nr = [0,11. 
29. 30(7e—19)7: 二 12(49—18e)x + 396—105*0,8392z7 0.8511x 十 1 
0130， 
30. 1 Ali= 相生 十 2 (十 的 | 是 了 的 Fourier 系数 ， 
31， 参照 第 三 章 题 51. 
32. 用 Helder 不 等 式 : | 所 ‖ Ka ;其 次 上 fi 二 
‘oF 
33， J) 二 六 | Fh 十 民 一 和 ?上 gl ,是 喇 函 数 . 
34. 车 EEL, 风 可 作 gEL'i 司 JE 二 
35， 和 参照 第 三 间 题 61.62. 
36. 参照 题 27. 
38.39. 首先 对 二 xiaopfttayB) 已 [x5 证 之 . 
40， 首先 设 [0,7 一 Xoo) 于 《0 了 ). 
41， 首先 考虑 了 上 一 X41sd 入 R" 有 界 可 济 ， 
42. 可 设 Y J EF f= lf seEF fg |f-elso v2. 
43， 指 表 XCF| 半 记 = 0， 
44。 首先 指明 当 m4 之 0 时 3) | pdm 之 1 
45， 对 {1 验证 4. 3.3 中 杀人 忻 Qi)， 
46， 对 二} 验证 4. 3.3 中 条 件 (iii). 
47. 指明 > ;| 由 |< cp 故人 和 本 :CCf 了 党 可 数 , 设 为 1 则 
YE 中 


fl 


f= Df pa yo ， 


48.， 用 反 演 公式 及 Fubini 定理 . 

49.， 用 反 演 公式 ， 

S510. 用 反 演 公式 及 Fubini 定理 . 

第 五 章 

1 验证 f(z ) = gm An mm £0 8 
的 连续 点 ); 关 于 下 极限 仿 此 ， | 

2， 套 照 5.1,4 之 证 ， 

3， 参照 8$5.1 例 1， 

4， Daf) SG AAC | + const. 

5 DAFCGA) | SVQ) EK const 一 > AF | 安民 

6， 参照 $5.2 例 1 

7， 令 X(T) 一 VC 不 妨 只 证 Fa+r) 二 fa) 之 me) 一 

8、 指明 | 广 | 才 x 

I0. giz) 一 = 在 有 限 区 间 上 为 Lipahits 蚂 数 ， 


习题 算 案 与 提 永 


12,14. 用 5.3- 


13. 


用 5.3.4, 
当 e 盖 有 时 了 EAGC3S 当 之 及 时 卫 区 BV. 
用 5.2.5 及 第 二 章 题 23. 


用 5.3.5 受 控 制 收 和 化 定理 . 
用 5. 3, 5， 

用 5.3.5 与 53.1,4， 

ECr) 一 | CDdz ， 

用 题 19 与 42. 

参照 5,4.2 之 证 . 


将 及 5 352? 用 于 日 1. 二 点- 

车 EAC 且 广 单 测 增 , 则 可 用 5.3.5 推出 5.4 42). 
到 Le 2] 的 分 划 {I 丁 cE (Cre sr 

VE) FL .Vlg), 


可 题 答案 与 捧 示 207 


46. 


用 5.5.4 及 8 5.3504), 
用 $5.5(8) 估计 fa. 一 fyds| ， 


估计 | | de. — Bf, )agcn)| . 
参 顺 第 二 章 题 11， 
用 Hahn 分 解 . 
首先 考虑 简单 函数 ;然后 用 Levi 定理 . 
只 需 对 全 二 toy 训 证 ,FP5 在 #8 连续 
注意 各 sp 十 pop- 
证 连续 且 px 十 9) 一 ur) py 
建立 从 单调 函数 集 到 R" 的 单 射 (参照 第 一 章 题 47). 
宇 a 6)] < 


fae 


对 + 一 >) - rs xz 用 上 题 ， 


指明 4z:lACzr+r 一 Fr | 全 tn) (ntEN)) 钴 可 数 . 
参考 [14,p, 2821. 
$8 二 fl. 车 fr De < 之 0, 则 3 EL rj) = 0, 于 


是 | 六 六 元 | 二 | 器 Cr gt 1 二 + |g g(r} 


447. 
bt- 


9 


S00. 


从 老 [7,.p,2521, 
参考 是 51. 
如 取 了) 一 Wx 二 ros (wf) (0 Te(0 = 0 


显然 V2C7) 之 | 1 1dm. 取 阶梯 函数 9 一 sgn "(71), 使 |g9。| 区 


日 
1 sgn /' ,a.e. ,出 可 得 | [Pdm 六 ec 


S1. 
33. 


用 题 19.50， 
If — Ff) Lr yy cyE[atd Dj | gi := | 让 .起 
关键 是 充分 性 .可 用 有 限 覆 盖 定 理 , 


个 fr) = xdm, 则 有 EA 使 f(r) 二 1， 
指明 /单调 增 . 
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57. 任 绊 zeE fei 不 芒 设 > xi 令 交 一 (1 一 Da 十 下 介 <4 < 1， 
Fr Fr) 二 FO FD) 

Xn Xo 
58， EG 可 联 出 ziEG0O0 之 让 之); 使 7# 在 以 zx 为 项 点 的 者 面 体 的 
内 部 . 设 工 一 了 ) 8 让 全 0 一 1 则 jz)y 过 > 二 Fn) 可 见 / 局 部 地 
有 上 上 界 . 由 此 可 推出 了 上 连续， 

59. 用 RS 积分 之 定义 . 

60. 利用 Hahn 分 解 ， 


则 
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名 词 索引 


和 名词 后 的 数字 表示 访 名 词 首次 出 现 的 页 码 . 


Bore] 党 

Cantor 集 
Cauchy 序列 
Cauchy 收敛 定理 
Chebysev 不 等 式 
Dirac 测 考 
Exorov 定理 
Fateu 定理 
Fourier 变换 
Fourier 系数 
Fubini 定理 

Fn 型 党 

Cs 型 集 

Hahn 分 解 
Helder 不 等 式 
Jordan 分 解 

了 空间 

LL* 范 数 

IL* 收 化 

I* 通 近 
Lebesgue 测度 
Lebesgue 积分 
Lebesgue 点 
Lebesgue-Stieltjes 测度 
Lebesgue-Stielties 积分 
Legendre 少 项 式 


36 


179 
118 
180 
116 
11l7 
t19 
123 

3 

77 
167 
184 
1856 
133 


Levi 定理 
Lipschitz 函数 
Luzin 定理 
Newton-Leibniz 全 对 
Parseval 等 式 
户 次 可 积 函 数 
Riemmann 引 理 
Riermana-Stieltjes 积分 
Riesz 定 埋 
Sehmidt 正 变化 方法 
Schwarz 不 等 式 
Stieltjes 积分 
5 代数 
z- 腿 
-可 如 性 
Vitali 材 盖 
Vitali 尾 吝 中 理 
Weiersirass 校 

2 一 3 画 
几乎 椒 处 收 误 
几乎 -- 歌 收 伊 


广义 测 麻 
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4 男 次 可 加 性 36 
开 集 18 备 部 49 
开 集 的 测度 60 在 集 179 
不 窑 并 3 负 变 若 162 
内 点 16 全 变 差 158 
内 积 129 导 集 16 
升 刻 2 共 思 指 数 118 
双 射 9 有 界 收 伊 定理 90 
分 解 177 有 界 秆 差 范 数 158 
计数 测度 43 7 画 

5 画 完备 集 18 
正 部 49 完备 性 121 
正 集 179 完备 市 诬 42 
正 交 130 完全 可 加 性 58 
正 变 差 162 补 集 3 
可 加 性 ?5 寻 区 间 20 
可 数 性 13 8 画 
可 积 性 77 单 射 
可 分 性 28 单调 性 36 
可 测 集 42 单调 类 106 
可 测 空 间 42 单调 函数 152 
可 测 岗 数 47 孤立 点 17 
可 测 矩 形 97 环 58 
外 测度 58 环 上 的 测度 58 
代数 58 卷 积 135 
对 称 差 3 极限 点 16 
上 消 数 168 构成 区 间 20 
本 性 有 办 是 数 117 久 画 

6 画 映射 7 
闭 包 16 道 映射 9 
闭 梨 18 标准 正 交 系 130 


名 问 罕 引 2411 

标准 正安 基 130 路 庶 158 
副 度 42 控制 欧 数 91 
测度 空间 d2 控制 收 敏 定理 90 
测度 收 鳃 52 玖 集 18 
绝对 连续 性 85 梨 璀 数 
绝对 连续 晒 数 163 满 射 9 
10 王 零 调 集 46 

原 象 19 通 近 单位 137 
降 列 2 点 跃 洒 站 154 
积 集 6 稠 集 18 
积 测度 98 基数 11 
积 测度 空间 98 截 口 88 
特征 阔 数 6 往 率 测 庶 412 
11 曾 及 以 上 简单 函数 50 


